Informatica — 2015-06-22

Nota: Scrivete su tutti i fogli nome e matricola.

Esercizio 1. Si forniscano le regole [Comp], [Let] e [If — True| della
semantica big-step (—y), commentandole brevemente.

Esercizio 2. Sia D C P(N) l'insieme degli insiemi X di naturali con al
massimo due elementi (D = {X CN | fa,b,c € X. a #b# c# a}). Sia
inoltre f : P(N) — P(N) definita da

)X u{l} XeD
f(X){Xu{Lz} X¢D

Si stabilisca se f € continua secondo Scott, giustificando la risposta.
(Suggerimento: se|J, X; € D ..., altrimenti ... )

Soluzione (bozza). Sia {X;};eny una successione crescente di insiemi.

Caso 1 Se |J; X; contiene al massimo due elementi, allora ogni singolo
X, ne contiene al massimo due. Quindi:

Uf UXU{l} (UXi)U{l}:f(UXi)

Caso 2 Se |J; X; contiene piu di due elementi, siccome la successione e
crescente, deve esistere un k£ € N tale che, quando ¢ > k, X; ha piu di due
elementi, mentre quando ¢ < k l'insieme X; ne ha al massimo due. Quindi:

Ui f(Xz) - Ui<k‘ f(Xz) U Uizk f(Xz)
= Uian(X U{1}) UU; (X5 U {1, 2})

Siccome ogni insieme della prima unione ¢ incluso in X U{1,2}, possiamo
continuare con:

= Ui (X U{1H) UUip (X U AT, 2}) = Ui (X U {1, 2})
= (Ui X)) U{1,2} = f(Ujsr Xo) = F(U; Xi)

dove I'ultimo passaggio si deve al fatto che la successione ¢ crescente.
Concludendo, f € continua. H



Esercizio 3. Sia Pos l'insieme degli stati con valori non negativi, ovvero
Pos = {0 € Store | Vo € Var. o(x) > 0}. Sia p la proprieta sui comandi
di IMP definita come seque

plc) : Vo,o'. (0 € Pos A (¢c,0) =, 0') = o' € Pos
1. [10%] Si descriva informalmente la proprieta p.

St vuole definire induttivamente un sottoinsieme IM P~ dei comandi di
IMP che soddisfano la proprieta p di sopra. Una possibile definizione di
IM P~ e data dalle regole sequenti.

— L1 — (n>0)|L2
56226*6[ ] x::x+n(n_ )[ ]
C1 Co ] C1 [I]
C1;Co if x4+ 10 then ¢y else ¢

2. [15%] Si dimostri per induzione che ogni comando di IM P~ soddisfa
effettivamente la proprieta p.

3. [15%] Si aggiunga alle regole di sopra una regola generale per il while
i modo da includere dentro IM P~ anche il comando

while z —y #0do (y :==y*xy;z2:=z+4)
Giustificare brevemente ed informalmente la regola aggiunta.

Soluzione (bozza).

Parte 1 Sono programmi che “preservano la non-negativita dello sta-
to”. Ovvero, se eseguiti in stati senza valori negativi in alcuna variabile,
producono stati che ancora soddisfano la stessa proprieta.

Parte 2

Caso [L1] Se o € Pose (v:=exe,0) — 0, posso invertire la deriva-

zione ed avere
<€7 0> —e 21 <€7 U> e 22

(exe,0) =21 22=2

(x:=exe,0) >0 =0lx— 2]

Per il determinismo di —, 21 = 2 e quindi z = (z;)? > 0. Quindi o’ € Pos.



Caso [L2] Sian > 0 come da condizione a lato. Devo dimostrare che se
o € Pose (x:=x+n,0) — 0, allorac’ € Pos. Invertendo la derivazione
si ha
(x,0) —¢ 0(x) (n,o) —en
(x+n,0) =co(x)+n
(r:=x+n,0) =0 =0clx— o(x)+n]

Siccome o(x) > 0 per ipotesi, e n > 0, abbiamo che ¢’ € Pos.

Caso [C] Assumiamo come ipotesi induttive p(c;) e p(cy). Dobbiamo
dimostrare che se 0 € Pos e {(c1;¢q,0) = o', allora ¢’ € Pos. Invertendo
la derivazione si ha

c1,0) —p o co, 0"y —p o
( )
(c1y00,0) = 0

Da o € Pos, (c1,0) = 0" e p(c1) (su o,0”) abbiamo che ¢” € Pos. Da
cio, (c2,0”) = 0’ e p(c2) (su ¢”,¢') abbiamo che ¢’ € Pos, che ¢ la tesi.

Caso [I] Assumiamo come ipotesi induttiva p(c1). Dobbiamo dimostrare
che se 0 € Pos e (if x + 1 # 0 then ¢; else ¢o,0) — o', allora ¢’ € Pos.
Invertendo la derivazione si hanno due casi.

Caso 1.

(x+1,0) 2. v#0 (c1,0) —p 0

If-T
(if x4+ 1 # 0 then ¢ else ¢y, 0) — 0’[ / ruel

Da o € Pos, (c1,0) = 0’ e p(c1) abbiamo che ¢’ € Pos, che ¢ la tesi.
Caso 2.

(x,0) —¢ o(T) (1,0) —¢ 1
(x+1,0) 5. 0=0(x)+1 (o, 0) —p O’
(if x4+ 1 # 0 then ¢; else ¢z, 0) — o’

[If — False]

Da o € Pos, si ha o(z)+1 <1 > 0, che contraddice o(x) + 1 = 0. Quindi
il caso I f — False ¢ in realta impossibile.

Parte 3
c
while e #£ 0 do ¢
Anche se ¢ viene eseguito un numero imprecisato di volte, preservera co-
munque lo stato in Pos. ]



Nome Matricola

Esercizio 4. Si dimostri formalmente la validita della tripla di Hoare
sequente riempiendo le linee sottostanti con opportune asserzioni.

{n =0}

x :=0;

while © < n do

r:=x+1;

if x <n — 3 then

r:=x+3
else

skip

{r =n}

Giustificare qui sotto eventuali usi della regola PrePost.




Soluzione (bozza).

[n =0}
fo<n} (1)
x = 0;
{INV :z <n}
while x < n do
{INV Nz <n}
{z+1<n} (2)
r:=x+1;
{z <n}
if x <n — 3 then
{z<nAz<n-3}
{r+3 <n} (3)

r=x+3
else
{r<nAz>n-3}
[INV} (4)
skip
{INV Nz >n}
{z =n} ()

Per le PrePost:

1) banale.

2) x + 1 < n deriva da = < n, siccome si tratta di interi.
3) 4+ 3 < n deriva da z < n — 3 per aritmetica.

4) La tesi & contenuta nelle ipotesi.

5) x = n segue da x < n (INV) e z > n.



