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Alcuni degli esercizi che seguono sono associati alle rispettive soluzioni. Se il vostro lettore PDF lo consente,
¢ possibile saltare alle rispettive soluzioni tramite collegamenti ipertestuali. Altrimenti, fate riferimento ai
titoli degli esercizi. Ovviamente, si consiglia di provare a risolvere gli esercizi personalmente, prima di
guardare la soluzione.

Per molti di questi esercizi I’ispirazione ¢ stata presa dal web. In alcuni casi non ¢ possibile risalire alla
fonte originale. Gli autori originali possono richiedere la rimozione di un esercizio o 1’aggiunta di una nota
di riconoscimento scrivendo ad alberto.montresor@unitn.it.

1 Problemi

1.1 Esercizio 2.4 del libro

Si dimostri che tutti i polinomi crescono meno di tutti gli esponenziali, cio¢ che n* & O(b™), per qualsiasi
k>0eb>1.

Soluzione: Sezione 2.1

1.2 Esercizio 2.8 del libro

Si considerino le funzioni f(n) = n e g(n) = n!™""  Si dimostri che le due funzioni non sono
confrontabili in ordine di grandezza, cioé che non vale né che f(n) & O(g(n)), né che f(n) & Q(g(n)).

Soluzione: Sezione 2.2

1.3 Esercizio 2.9 del libro

Dato un vettore di n interi, si vuole decidere se esiste un elemento che compare due volte. Determinare una
limitazione inferiore e una superiore alla complessita di questo problema.

Soluzione: Sezione 2.3

1.4 Esercizio 2.13 del libro

Scrivere un algoritmo ricorsivo che prenda in input un vettore di n elementi, la cui funzione di complessita
temporale 7'(n) verifichi la relazione

d pern <k
T(n) = 2
5T (n/2) +2T(n—1)4+cn® pern >k

con ¢, d e k costanti opportune. L’ordine di grandezza di T'(n) & polinomiale oppure no?

Soluzione: Sezione 2.4
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1.5 Ricorrenze

Trovare la soluzione delle seguenti relazioni di ricorrenza, utilizzando il master theorem quando possibile,
oppure il metodo di sostituzione o il metodo iterativo.

T(n) = 4T(n/2)+n

T(n) = 4T(n/2) + n?

T(n) = 4T(n/2)+n?

T(n) = Tn/4)+T0Bn/d)+n

T(n) = T(n—d)+T(d)+n> d>1costante
T(n) = T(n—1)+logn

T(n) = 2T(y/n)+logn

T(n) = VaT(/m)+nlogyh

T(n) = VaT(v/a)+O(n)

Soluzione: Sezione 2.5

1.6 Limite superiore per le sommatorie

Si dimostri, per induzione, che >, i" & O(nh*1).
Soluzione: Sezione 2.6

1.7 Stima di fattoriale

Dimostrare che logn! = ©(nlogn).

Soluzione: Sezione 2.7

1.8 Valutazione complessita

Dato il seguente algoritmo:

int mistery(int[] A, int n)
intk=0
fori =1tondo
L k=Fk+ Ali]/n
if n > 44 then
| return 3 - mistery(A,n — 2) + k
else
| return k

se ne descriva la relazione di ricorrenza e se ne calcoli la complessita.

Soluzione: Sezione 2.8
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1.9 Ordinamento funzioni

Ordinare le seguenti funzioni in accordo alla loro complessita asintotica. Si scriva f(n) < g(n) se

O(f(n)) € O(g(n)). Siscriva f(n) = g(n) se O(f(n)) = O(g(n))-

Le funzioni da ordinare:

fi(n) = 2nt2
f2(n) = log’n
fs(n) = (log,(Vn)*n) +1/n*
fa(n) = 3n0°
fs(n) = 16™/*
fﬁ(n) = 2\/5 —+ 477,1/4 + 8n1/8 + 16n1/16
fr(n) = (log n)(logn)
n3
B = e Dme
fo(n) = 27

Soluzione: Sezione 2.9

1.10 Limite superiore-inferiore

Data la sequente equazione di ricorrenza,
1 <1
T(n) = "=
2T (n/3)+T(2n/3)+1 n>1
fornire un limite inferiore e un limite superiore alla complessita asintotica della funzione 7'(n).

Soluzione: Sezione 2.10

1.11 Esercizio

Trovare un limite asintotico superiore e un limite asintotico inferiore alla seguente ricorrenza, facendo uso
del metodo di sostituzione:

1 n<l1
T(n) =2T(n/8) + 2T (n/4) + nlogn n>1
Soluzione: Sezione 2.11

1.12 Esercizio
Trovare un limite asintotico superiore e un limite asintotico inferiore alla seguente ricorrenza, facendo uso
del metodo di sostituzione:
T(n) =2T(n/8) +2T(n/4) +n
Soluzione: Sezione 2.12
1.13 Limite sommatoria

Dimostrare che:

Z logi = ©(nlogn)
i=1
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Soluzione: Sezione 2.13

1.14 Trova la costante

Per ognuna delle seguenti coppie di funzioni f(n) e g(n), proporre un costante ¢ appriata tale per cui
f(n) <c-g(n)pertutti glin > 1.

1. f(n)=n?>+n+1,g(n)=2n
2. f(n) =ny/n+n? g(n) =n?
3. f(n)=n?—n+1,g(n)=n?/2

Soluzione: Sezione 2.14

1.15 Scegli la funzione

Per la soluzione di un problema, vi ¢ stato proposto di scegliere fra un algoritmo iterativo che ha complessita
O(n?) e un algoritmo ricorsivo che ha la seguente complessita:

n sen <1
T _{ aT(n/4)+1 sen>1

Quale algoritmo preferite? Motivate la risposta.

Soluzione: Sezione 2.15

1.16 Dimostrazione

Dimostrate che per ogni costante a > 0, ogni costante b > 0, (n + a)® = O(n?).

Soluzione: Sezione 2.16

1.17 Funzione misteriosa

Determinare 1’ordine di complessita della funzione della seguente funzione function():

int function(int n)
if n==0 then
| return 0
else if n ¢ dispari then
| returnl
else
| return function(|n/2]) + function([n/2]) + 1

Soluzione: Sezione 2.17

1.18 Ordinamento funzioni

Ordinare le seguenti funzioni in accordo alla notazione O(). Descrivete I’ordine in questo modo: f(n) <
g(n) se f(n) = o(g(n)), scrivete invece f(n) = g(n) se f(n) = O(g(n)). Esempio: 10n < 2n? =
3n? +n.

Funzioni da ordinare: 1/n, glogn 9100 22", 2", 2n log2 n, 3n0-3, 41081 4p3/2 4" 5n 6n logn, loglogn,
log? n, nlog, n, n%°1, n2logn, n3, \/log n, \/n.
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Soluzione: Sezione 2.18

1.19 Esercizio sostituzione

Risolvere la seguente equazione di ricorrenza:

1 n<l1
T(n){T(\/ﬁ)—i-l n>0

* Suggerimento 1: utilizzare una sostituzione di variabile opportuna.

* Suggerimento 2: riscrivere la ricorrenza in ragione della variabile sostituita.

Soluzione: Sezione 2.19

1.20 Quando conviene?

Siano
e T(n) = 7T(n/2) + n? una funzione di costo di un algoritmo A, e
e T'(n) = aT’(n/4) + n? una funzione di costo di un algoritmo A’.

Qual & il massimo valore intero di a che rende A’ asintoticamente pilt veloce di A?

Soluzione: Sezione 2.20
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2 Soluzioni

2.1 Esercizio 2.4 del libro

Vogliamo provare che n* = O(a™), ¥k > 0,Va > 1. La seguente proprieta & facilmente dimostrabile:

per tutte le costanti a,bcon a > 1.
In base all’Esercizio 3.1, questo prova la nostra affermazione.

2.2 Esercizio 2.8 del libro

La funzione sinn oscilla fra —1 e +1; il che significa che la funzione “oscilla” fra il comportamento di
n'~1en'*t! (si veda Figura 1).

Per dimostrare che f(n) & O(g(n)), dobbiamo trovare valori ng > 0, ¢ > 0 tali che f(n) < cg(n) per
qualsiasi n > ng. Ma g(n) & periodicamente uguale a 1, quindi tali valori non possono esistere.

Per dimostrare che f(n) & (g(n)), dobbiamo trovare valori ng > 0, ¢ > 0 tali che f(n) > cg(n) per
qualsiasi n > ng. Ma g(n) & periodicamente uguale a n?, il che significa che tali valori non possono esistere.

Quindi le due funzioni non sono confrontabili.

3500

14x*(14sin(x))

3000 -
2500 -
2000 -

1500 -

1000
500 /\
ol f\ ‘ ‘
20 30 40 50

10

Figura 1: Funzione n!*sinn

2.3 Esercizio 2.9 del libro

Supponiamo che esistano due interi uguali nel vettore. Poiché essi possono essere collocati in qualunque
posizione nel vettore, qualunque algoritmo di ricerca deve necessariamente ispezionare ogni casella. Quindi
un limite inferiore alla complessita & Q(n).

Un possibile algoritmo consiste nell’ordinare i valori e cercare poi se esistono elementi ripetuti nel vettore
ordinati. Questo algoritmo costituisce un limite superiore di complessita O(n logn).
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2 SOLUZIONI 7

2.4 Esercizio 2.13 del libro

Un’assurda funzione che da origine a quell’equazione di ricorrenza ¢ la seguente:

int crazy(int[] A, int 4, j)

intc=0
if (j — i > 10) then
for k =1to5do
| c=cHcrazy(A,i+k, [(i+4)/2])
c=c+crazy(A,i,j — 1)
c=c+crazy(A4,i+1,5)
for k1 =itoj do

for ko = k1 + 1to j do

if A[kl} ::A[kg] then
L Lc:c+1

return c

Il costo della procedura ¢ esponenziale.

2.5 Ricorrenze

Ricorrenza: T'(n) = 4T(n/2) +n

4

Utilizzando il Master Theorem, si ricade nel caso 1. Infatti, nl°8 ¢ = nlog24 = n2: §j ha anche che

f(n) =n=n?"¢cone=1>0. Quindi T'(n) = O(n?).

Ricorrenza: T'(n) = 4T (n/2) + n?

Utilizzando il Master Theorem, si ricade nel caso 2. Infatti, nlo8» @ = plog24 — p2 — f(n). Quindi
T(n) = O(n?logn).

Ricorrenza: T'(n) = 4T (n/2) + n?

Utilizzando il Master Theorem, si ricade nel caso 3. Infatti, nl°%¢ = plog24 = p2 = p3—< dove

f(n) = n3. Ricordiamo perd che dobbiamo anche dimostrare che a - f(n/b) < c¢- f(n) per qualche ¢ < 1
ed n sufficientemente grande. Infatti, 4(n/2)% = n3/2 < cn3 se ¢ > 1/2. Quindi, T'(n) = ©(n?).
Ricorrenza: T(n) = T(n/4) + T(3n/4) + n

Qui, il master theorem non ci aiuta. Utilizziamo il metodo dell’albero di ricorsione, e vediamo che

* Al primo livello abbiamo un costo n, dovuto alla componente n della ricorrenza;

¢ Al secondo livello abbiamo un costo in + %n = n, dovuti alla componente n della ricorrenza sulle
due sottoparti;

* Al terzo livello abbiamo un costo 751 + 151 + 1=n + tgn = n, dovuti alla componente n della
ricorrenza sulle quattro sottoparti

e cosi via. E facile vedere che questo andra avanti per almeno log, n livelli, quando n /4" scendera sotto il
valore 1. I'livelli successivi saranno comunque limitati superiormente da un costo n, fino al livello log, /5 n,

quando n - %Z scendera sotto il valore 1. Quindi abbiamo che:

nlogyn <T(n) <nlogy3n

e quindi possiamo dimostrare che T'(n) = ©(nlogn).
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2 SOLUZIONI 8

Ricorrenza: T'(n) = T'(n — d) + T(d) + n> d > 1 costante

Innanzitutto, assumiamo che il costo di T'(d) sia costante, in quanto d & costante. Quindi riscriviamo
I’equazione come:
T(n) =T(n—d) +cd+n?

Utilizziamo il metodo dell’iterazione:

T(n) = Tn—d) +d+n?
= T(n—2d)+d+ (n—d)?+d+n?
= T(n—3d)+d+(n—2d)*+d+ (n—d?*+d+n?

n/d

= n?+ Z(n —id)?
i=0

n/d

= n’+ Z(n2 — 2nid + i*d?)
=0
n/d n/d n/d

= n? +Zn2 — ZQnid+Zi2d2
i=0 i=0 i=0
n/d

d+1)n/d )
_ 2 3 2_9 (n/ 2 2
n+n’/d+n nd 5 +d ;:02

_ n2+n3/d+n2—n3/d—n2+d2n/d(n/d+1)(2nd/d+1)
6

= 0mn®

Ricorrenza: T(n) = T(n — 1) + logn

Sulla base dell’esercizio precedente, proviamo a dimostrare che T'(n) = O(nlogn). Utilizziamo il metodo
di sostituzione. La nostra ipotesi induttiva & che T'(m) < cmlogm per tutti gli m < n, e vogliamo
dimostare che la proprieta & vera per n.

T(n)

T(n—1)+logn
c¢(n—1)log(n — 1) +logn
c¢(n—1)logn +logn

IAINA

cnlogn — clogn + logn

Abbiamo che cnlogn — clogn +logn < cnlogn se ¢ > 1.

Per quanto riguarda il caso base, il valore 1 non pué essere utilizzato perché log 1 = 0. Ma se prendiamo
T(2)=T(1)+1log2=1+1=2 < ¢2log2 = 2¢, abbiamo ancora una volta che ¢ > 1.

Ricorrenza: T'(n) = 2T(n'/?) + logn

Questo non ¢ banale: dobbiamo utilizzare qualche trucco algebrico. Quindi, poniamo n = 2. La ricorrenza
viene riscritta nel modo seguente:

T(2™) = 2T(2"™/2) + log 2™
Ora poniamo S(m) = T'(2™), sostituiamo e semplifichiamo:
S(m) =2S(m/2)+m
la cui soluzione sappiamo essere S(m) = ©(mlogm). Sapendo che m = log n, otteniamo

T(n) = O(lognloglogn)
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Ricorrenza: T'(n) = /nT(y/n) + nlog/n

Poniamo n = 2* (oppure k = log n). Sostituendo nella ricorrenza otteniamo:

T(2¥) = 237(2%)+ 2%log2?

[SE

)+2’fﬁ

= 257(2
2

C’¢ questo termine 2 che da fastidio; dividiamo tutto per 2* e otteniamo:

T(2F)  T(2%) L
2k 9% 2
: T2, . .
Poniamo ora S(k) = —;—; otteniamo quindi:
k

S(k) = S(k/2)+ 5

A questo punto, possiamo utilizzare il Master Theorem, e ottenere che

k
T(; ) O(k) =
T(2%) O(k)2" =
T(n) = ©O(ogn)n =
T(n) = ©(nlogn)

Ricorrenza: T'(n) = /nT(y/n) + O(n)
Esplicitando le costanti, e ponendo n = 2" (oppure k = log n) nella ricorrenza, otteniamo:

T(n) < +/nT(yn)+cn=
T(2¥) < 25T7(2%) + 2*

Dividiamo tutto per 2¥, e otteniamo:

T(2%)  T(2%)
oF < o +c
: T2, . .
Poniamo ora S(k) = ~—5;—; otteniamo quindi:

S(k) =S(k/2)+6()
A questo punto, possiamo utilizzare il Master Theorem, e ottenere che
S(k) = O(logk)

A questo punto, possiamo tornare indietro e ottenere:

k
T;i) ~ Ologk) =
T(2%) = ©O(logk)2" =
T(n) = ©O(loglogn)n =
T(n) = ©O(nloglogn)
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2.6 Limite superiore per le sommatorie

¢ Caso base (h = 0):

n n

E iozg 1=n=nt"
i=1 i=1

* Passo induttivo. Supponiamo che la proprieta sia vera per ogni k < h; vogliamo dimostrare che la
proprieta & vera per h:

i=1 i=1 i=1 i=1
2.7 Stima di fattoriale
Per dimostrare che logn! = O(nlogn), dobbiamo dimostrare che logn! = O(nlogn) e logn! =
Q(nlogn).
* logn! = O(nlogn)
E banalmente vero che:
nl=n-(n—1)-...-1<n-n-...n=n"
—_———

Quindi,
logn! <logn™ =nlogn

* Meta dei fattori in n! superano n /2, I’altra meta supera 1. Quindi:

n

n\ 2
I>n/2. ... 2-1-...-1:(7) .
n! >n/ n/ 5

wl3

n
2

Applicando il logaritmo, otteniamo:

logn! > log (g)i = ElogE -

n
1 — —log2 =Q(nl
5 5= 5 ogn 5 og (nlogn)

2.8 Valutazione complessita

La funzione di ricorrenza puo essere descritta in questo modo:

[ Tn—2)+n n>44
T(n)_{n n < 44

Supponiamo che n sia pari. Utilizzando il metodo dell’iterazione, possiamo scrivere:

Tn) = Tn—2)+n
Tn) = Th—4)4+n—-2+n
Tn) = Thn—6)+n—44+n—2+n

Svolgendo completamente 1’iterazione, possiamo ottenere il seguente risultato

n/2
T(n) = > 2
=23
n/2 22
= 20> i—> i)
=0 =0
= 0(n?
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2.9 Ordinamento funzioni

Le funzioni da ordinare:

fi(n) 2"t2 = 4. 2" = 9(2")
fa(n) = log®n = O(log”n)
fs(n) = (log,(Vi)*n) + 1/n® = (log, n?) +1/n? = 2+ 1/n? = O(1)
fa(n) = 3n%° =0(n'?)
f5(n) _ 16n/4 _ (24)n/4 — 24n/4 _ @(211)
fo(n) = 2v/n+4nt/* £ 8nY/®  16n'/1° = ©(n'/?)
f7(n) = +/(logn)(logn) = B(logn)
n3
fe(n) = ————=06(n)

(n+1)(n+3)
fo(n) = 2" =0(2")

Una volta stabilito 1’ordine © delle funzioni, &€ abbastanza semplice stabilire 1’ordine corretto:

fa<fi<fe<fa=fe<fes<fi=fs=/f

2.10 Limite superiore-inferiore
E facile osservare le seguenti relazioni:

T(n)=2T(n/3)+T(2n/3)+1>2T(n/3)+T(n/3)+1=3T(n/3)+1

T(n)=2T(n/3)+T(2n/3)+1<2T(2n/3)+T(2n/3) +1=3T(2n/3) + 1

Applicando il master theorem alle due relazioni, si ottiene che:

T(n) > 3T(n/3) +1=Q(n)

T(n) <3T(2n/3)+1= O(nlog‘s/z 3) — O(n2'70"")

E possibile dimostrare un limite pil stretto provando a dimostrare che T'(n) = O(n?) per sostituzione. Nel
caso generale, dobbiamo dimostrare che esistono ¢ > 0, m > 0 tale per cui T'(n) < cn? per ognin > m.

T(n) 2T (n/3) +T(2n/3) +1
2cn?/9 + 4en? /9 + 1

2/30n2 +1<cn?

IN

L’ultima condizione € verapern > m = 1,c¢c > 3.

Nel caso base, T'(1) = 1 < ¢ - 12, che & vera per ¢ > 1.

Visto il limite inferiore, possiamo anche provare a dimostrare, tuttavia, che T'(n) = O(n). Dobbiamo
dimostrare che esistono ¢ > 0, m > 0 tale per cui 7'(n) < cn per ogni n > m.

* Casobase: T(1) =1<c¢-1,cheéveraperc > 1.
* Ipotesi induttiva: T'(n') < cn,Vn' <n
¢ Passo induttivo:

T(n)=2T(n/3)+T(2n/3)+1
<2-¢-n/3+c-2n/3+1

4
:gcn—i—lgcn
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L’ultima disequazione & falsa, per il termine di grado piu alto. Quindi 7'(n) non & O(n).
A questo punto siamo bloccati con Q(n), O(n?). Per ulteriore esercizio, provate a dimostrare che

s T(n) = Q(n?)

* T(n) = O(ny/n)
ma fallirete. E’ possibile dimostrare invece che T'(n) = Q(n+/n), e i valori che otterrete suggeriscono che
3/2 non sia molto distante dall’esponente effettivo.

Per chi ha voglia di lanciarsi su un’analisi pit approfondita, esiste il metodo di Akra-Bazzi che permette di
calcolare con precisione la forma chiusa anche di queste ricorrenze. '

2.11 Esercizio
11 limite inferiore ¢ banalmente (n logn):
T(n) =2T(n/8) + 2T (n/4) + nlogn > nlogn = Q(nlogn)

Il limite superiore ¢ ancora n log n. Lo dimostriamo per sostituzione; supponiamo quindi che esistano ¢, ng
tali che T'(n) < enlogn per ogni n > ng.

2T (n/8) + 2T (n/4) +n

2cn/8logn/8 + 2cn/4logn/4 + nlogn

en/4logn + en/2logn + nlogn

T(n)

[VANVAN

3/4cnlogn + nlogn < cnlogn

L’ultima disequazione & vera per ¢ > 4.
Il caso base non ¢ dimostrabile per n = 1, ma ¢ facile vedere che & rispettato per n < 16.

2.12 Esercizio
E facile dimostrare che ovviamente, la funzione 7'(n) & Q(n); infatti,
T(n) =2T(n/8)+2T(n/4) +n>n > c1n

per ¢; < 1. Non ¢ necessario dimostrare il caso base, perché abbiamo rimosso gli elementi ricorsivi e quindi
non abbiamo bisogno di induzione.
Una prima osservazione che si potrebbe fare per “indovinare” un limite superiore ¢ la seguente:

T(N) = 2T(n/8)+2T(n/4)+n
2T (n/4) 4+ 2T (n/4) +n

<
< 4T(n/4) +n

In base a questo risultato, il master theorem dice che T'(n) = O(nlogn). E’ facile dimostrare questo
risultato.

A questo punto, non ci resta che vedere quale dei due risultati (€2(n) e O(nlogn) & stretto. Proviamo con
O(n).

Ipotesi induttiva: Vn < n’ : T'(n) < c¢n. Proviamo che il risultato & valido anche per n.

T(n) = 2T(n/8)+2T(n/4)+n
< 2cn/8+2cn/4+n
= 3/4den+n
< ¢n

L’ultima disequazione & vera se 3/4c + 1 < ¢, ovvero se ¢ > 4.
Quindi la nostra funzione & O(n).

Ihttps://en.wikipedia.org/wiki/Akra%E2%80%93Bazzi_method
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2.13 Limite sommatoria

Soluzione, parte O Dalla definzione di ©, dobbiamo provare che esistono due valori ¢ > 0 e ng > 0 tali
che:

n
Zlogi < cnlogn,Vn > ng
i=1

Facile:

znzlogi < Zlogn
i=1 j

Soluzione, parte 2 Dalla definzione di ©, dobbiamo provare che esistono due valori ¢ > 0 e ng > 0 tali
che:

Zlogi > cnlogn,Vn > ng
i=1

Lo proviamo in questo modo:

Zlogi = 10g1+...+10g(g71)+10gg+...+logn
i=1

> 0+...+0+10gg+...+10gg

nl n
= — 109 —
2 %73

= glogn—nlog2

US|
= —10€n —n
5 log

= Q(nlogn)
2.14 Trova la costante

1. La disequazione & vera per qualsiasi costante ¢ > 7/16; (si pud ottenere notando che per n > 1, f(n)
¢ sempre maggiore di g(n); quindi basta sostituire n = 2 per ottenere il valore minore di ¢)

2. Simili considerazioni si possono fare per questa disequazione, ottenendo ¢ > @

3.¢c>2

2.15 Scegli la funzione

Per a < 16 si ottiene una complessita pari a O(n?), quindi & I’algoritmo ricorsivo & preferibile (o uguale)
all’algoritmo iterativo. Per valori di a maggiori di 16, I’algoritmo iterativo & preferibile.

2.16 Dimostrazione

Per dimostrare che (n + a)® = ©(n?), dobbiamo trovare tre costanti ¢y, ¢ , ng > 0 tali che
0<enb< (n+ a)b < eon®,¥n > ng

Sinotichen +a < 2n,pera < n;echen+a > %n, per qualsiasi n. Quindi, per n > a,

0<—m<n+a<2n

N |
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Poiché b > 0, si ha che
b

035 nb<(n+a)b§2bnb

b

quindiclzé ,eo =2eng =a.

2.17 Funzione misteriosa

La funzione 7'(n) & definita dalla seguente equazione di ricorrenza:

o n=0V(nmod?2)=1
T(n) _{ 9T(|n/2)) + # altrimenti

Il caso pessimo si ha quando n € una potenza di 2. In quel caso, ¢ possibile applicare il Master theorem, ed
ottenere che la complessita & pari a O(n).
2.18 Ordinamento funzioni
1/n < 219 <loglogn < vlogn < log®n < n% < 3n%5 = \/n < 218" = 5n, < 6nlogn = nlog, n <
2nlog®n < 4n3/2 < 41081 < p2logn < nd < 2" < 4™ < 22"
2.19 Esercizio sostituzione
Poniamo n = 2, ovvero k = logn. Ne segue:
T(2F) = T(2*®?) +1

Definiamo S(p) = T'(2P).

* Sostituendo T con S: S(k) = S(k/2) + 1

e Peril caso 2 del Master Theorem: f(n) =1 = ©(1) = O(k'°s21).

* Quindi: S(k) = O(log k).

* Risostituiamo k = logn: S(k) = T(2%) = ©(log k)

* Quindi, T'(n) = O(loglogn).

2.20 Esercizio ’Quando conviene”

Poiche log, 7 & (2 + ¢), utilizzando il master theorem si ottiene che T'(n) = O(n!°827). Utilizzando
alcune trasformazioni algebriche, si ottiene che:

log, 7

log, 2

log, 7
1

2
=2log, 7 = log, 49

log, 7 =

Nel caso di 7", dobbiamo confrontare n'°%1% e n2. Con valori di a inferiori a 16 (log, 16 = 2) domina il
fattore n?, e quindi 7"(n) = ©(n?). Con a = 16, abbiamo che 7" (n) = n? logn. In entrambi i casi, T’ &
O(T(n)). Con valori a > 16, il Master theorem dice che 7"(n) = O(n!°8:%). In questo caso, i valori < 49
fanno si che A’ sia piu veloce di A.
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3 Problemi aperti

3.1 Esercizio 2.3 del libro

Si mostri che, per stabilire se una funzione g(n) & Q(f(n)), si pud calcolare lim,,_, ., g(n)/f(n) ed
affermare che se il limite esiste ed & una costante ¢ > 0 oppure oo, allora g(n) & Q(f(n)). Come si pud
inoltre stabilire se g(n) & ©(f(n))?

3.2 Ricorrenze

Risolvere le seguenti ricorrenze:
* T(n) =2T(n/8) + 2T (n/4) + n,¥n > 1
e T(n) =2T(2n/3) +n3,¥n > 1

evitando di utilizzare tecniche per la risoluzione di equazioni di ricorrenza comuni e assumendo 7°(1) = 1.
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