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In tro duzione

Il calcolo delle probabilit�a �e quella disciplina matematica che a�ron ta lo studio di tutti gli esperimenti
(casuali)(1) il cui esito non �e, in un certo istante(2), prevedibile con certezza,ma su cui siamo interessati
a dare un giudizio.

Si parla di probabilit�a semprein relazionead un evento; in altre parolesi parla sempredi probabilit�a di
una a�ermazione. Parleremodi a�ermazioni (in sensolato, una negazionesar�a consideratauna particolare
a�ermazione) e di eventi comesinonimi. Intenderemola probabilit�a di un evento un numero tra 0 ed 1,
attribuendo probabilit�a 0 agli eventi impossibili e probabilit�a 1 agli eventi certi.

La de�nizione di probabilit�a �e abbastanzacontroversae diverseteorie sonostate sviluppate in propos-
ito; le rip ortiamo schematicamente nella prossimatabella. Qualunque impostazionesi decidadi accettare
in proposito, vi �e comunque un accordogeneralesulla matematica del calcolodelle probabilit�a, che viene
presentata nel prossimocapitolo.

Teoria classica Teoria frequentista Teoria soggettiva

Formalizzata da Laplace
(1812), �e gi�a implicita in
Galileo, Pascal e Bernoulli,
tra gli altri.
Probabilit�a di un evento �e
il rapporto tra il numero di
casi favorevoli e il numero
dei casi totali, supposto che
essisiano ugualmente possi-
bili

Si basa sulla legge empir-
ica del caso: in una se-
rie di prove rip etute, tutte
nelle stessecondizioni, cias-
cuno degli eventi possibili si
presenta con una frequenza
che, al cresceredel numero
delle prove, approssima la
sua probabilit�a.
Probabilit�a di un evento �e il
limite cui tende la frequenza
al divergeredel numerodelle
prove rip etute

Probabilit�a di un evento �e
la misura del grado di �du-
cia che un individuo coer-
ente attribuisce, secondole
sue informazioni e opinioni,
al veri�carsi dell'evento.
Si consideri anche la
seguente interpretazione,
dovuta a De Finetti: proba-
bilit�a di un evento �e il prezzo
equo che un individuo �e
diposto a pagare per ot-
tenere una vincita unitaria
al veri�carsi dell'evento.
Con prezzo equo si intende
il prezzo per cui l'individuo
�e disposto sia a fare la
scommessa,che a riceverla

Nelle prossimepagine intro durremo la teoria assiomatica del calcolodelle probabilit�a. Vogliamo per�o
daresubito un esempiodi quelli chesonogli spazidi probabilit�a fondamentali, ovveroquelli pi�u importanti
sia dal punto di vista teorico che applicativo.

1A seconda dei casi useremo, invece dell'aggettiv o casuale, il termine aleatorio (dal latino alea: dado) o stocastico (dal
greco � � o�o� : bersaglio, mira, congettura)

2 indip endentemente dal fatto che l'esperimento sia stato gi�a completato o meno, e neanche intendendo che debba essere
necessariamente e�ettuato

1



2 CONTENTS

Spazio campionario �nito. Il lancio di un dado

�e un fenomenocasuale,a cui associamo lo spaziocampionario 
 = f 1; 2; : : : ; 6g. In maniera analoga,
spazi campionari �niti corrispondono al lancio di una moneta, all'estrazione di una carta da un
mazzoo di una pallina da un'urna (estrazionedel lotto).

Solitamente, non avremo ragioni per giudicare in maniera diversa i possibili esiti dell'esperimento.
Se
 possieden elementi, porremo P(x) = 1=n, dove x 2 
; questa scelta ci determina in maniera
univoca la misura di probabilit�a.

Spazio di Poisson. Abbiamo ora a che fare con un esperimento i cui possibili esiti sonotutti i numeri
interi maggiori o uguali a zero. Consideriamo ad esempio il numero di chiamate in coda ad un
centralino ad un dato istante: non abbiamo ragione per ritenere che possaessere�ssato un nu-
mero massimodi possibili chiamate, ma non sar�a possibile ritenere tutti gli esiti equiprobabili. La
variabile aleatoria connessacon questoesempio�e detta avere distribuzione di Poisson.

Spazio di Bernoulli. Due giocatori prendono parte ad un gioco; lanciando a turno una moneta, il
vincitore �e colui che per primo ottiene lo stessorisultato del lancio precedente. I possibili esiti del
gioco sonodescritti dal seguente schema:

tt , ctt , tctt , ctctt , : : :
cc, tcc, ctcc, tctcc, : : :

Inoltre, possiamopensareche le faccedella moneta continuino ad alternarsi, seguendouno dei due
schemi

tctctct : : : , ctctctc : : :

Lo spaziocampionario 
 che corrispondeal nostro \esperimento" �e de�nito dall'insieme di tutte le
successionif x i g di f c; tg, con la convenzioneche al lancio i �e uscito comerisultato x i , ed �e in�nito.
Consideriamo, per ogni j �ssato, la proiezione X j che ad ogni elemento f x j g di 
 associa x j .
L'evento f X j = tg rappresenta allora tutte gli elementi di 
 in cui escetesta al lancio j . Vogliamo
che in A siano contenuti, in primo luogo, gli eventi del tip o f X j = tg. Allora anche gli eventi del
tip o f X j = cg appartengonoad A, cos�� comegli eventi del tip o

f X 1 = x1g \ � � � \ f X n = xn g:

Cercheremouna misura di probabilit�a che, per ogni n �ssato, ad ogni evento di questo tip o associa
il valore ( 1

2 )n . Fortunatamente, una tale misura esiste,ma la dimostrazione della sua esistenzanon
�e per nulla banale!

Spazio uniforme. Consideriamo la scelta di un numero reale a casonell'in tervallo [�; � ]. Indichiamo
con U il numero scelto. Lo spazio campione 
 coincider�a con l'in tervallo [�; � ], mentre vorremo
che siano in A tutti gli eventi del tip o f U � tg per ogni t 2 [�; � ]. Inoltre, se supponiamo che il
numero sia scelto con probabilit�a uniforme all'in terno dell'in tervallo, la probabilit�a che il numero
scelto appartenga ad un dato intervallo [x; y] dipender�a solo dalla sua lunghezzay � x, e quindi

P(U 2 [x; y]) =
y � x
� � �

; � � x � y � � :



Chapter 1

La teoria assiomatica del calcolo
delle probabilit �a

1.1 Concetti chiave

1.1.1 Evento

Evento �e un possibilerisultato di un esperimento concettuale,con ci�o intendendoche non ci interessache
l'esperimento sia stato realizzato o meno, o che non sia neanche realizzabile in pratica. La de�nizione
degli eventi caratterizza l'esperimento, e viceversanon si pu�o dare una de�nizione di evento senzariferirsi
a un esperimento.

1.1.2 Spazio di probabilit �a
�E una terna (
 ; A ; P) che formalizza tutte le nostre conoscenzesull'esperimento. Allora:


: spaziocampionario, contiene tutti i possibili esiti dell'esperimento;

A : una collezionedi sottoinsiemi di 
 (formalmente, una � -algebra), che contiene tutti gli eventi a cui
possiamoassegnareuna probabilit�a. A deve veri�care le seguenti propriet�a:

1. 
 2 A ;

2. �e stabile per passaggioal complementare A 2 A =) Ac 2 A;

3. �e stabile per unione (e intersezione) in�nita: se A i 2 A, i = 1; 2; : : : , allora
S 1

i =1 A i 2 A,T 1
i =1 A i 2 A.

P: una misura di probabilit�a su (
 ; A ), ossiauna funzione che assegnaad ogni elemento A 2 A un
numero P(A). Si deve veri�care che:

1. P(A) � 0 per ogni A 2 A e P(
) = 1;

2. seA i , i = 1; 2; : : : �e una collezionedi elementi di A a due a due disgiunti, allora P(
S 1

i =1 A i ) =P 1
i =1 P(A i ).

Vogliamo sottolineare come nella scelta dello spazio di probabilit�a, vi sia una notevole dosedi arbi-
trariet�a. Ci�o, innanzitutto, perch�e non �e necessariamente univoca la scelta dello spaziocampionario. Nel
casodel lancio di un dado, si potr�a prendere
 = f 1; 2; : : : ; 6g, ma altrettan to legittima sarebbe scegliere

 = f 0; 1; 2; : : : g.

3



4 Chapter 1. La teoria assiomaticadel calcolo delle probabilit�a

Inoltre, una volta �ssato l'insieme 
, la scelta della famiglia A �e aribtraria e dipendeessenzialmente
dal criterio con cui decidiamo che alcuni possibili esiti sonointeressanti ed altri no, ossiadal criterio con
cui scegliamogli eventi da porre in essa.

In�ne, ancora menoscontata �e la scelta della misura di probabilit�a P, che dipendedal nostro giudizio
sul possibileesito dell'esperimento.

La scelta del \mo dello matematico" (
 ; A ; P) �e { in ogni caso {
un'operazionepre-matematica. Chiedersiseuna certa sceltasia \giusta o
sbagliata" non ha dunque senso:o perlomenonon ha lo stessosensoche
chiedersi sesonogiusti o sbagliati determinati conti eseguiti nell'ambito
di un particolare modello scelto.(( 1))

Teoremi di base

� la probabilit�a dell'evento impossibile �e nulla: P(; ) = 0.

� Un evento ed il suo complemento riempiono lo spazio (noto anche come teorema delle probabilit�a
totali ):

P(A \ B ) + P(Ac \ B ) = P(B )

In particolare,
P(A) + P(Ac) = 1:

� La probabilit�a dell'unione di due eventi qualsiasi �e data dalla formula

P(A [ B ) = P(A) + P(B ) � P(A \ B )

che possiamoesprimeredicendoche la probabilit�a dell'evento intersezioneva contata una solavolta.

� SeB � A allora P(B ) � P(A): quando l'evento B �e contenuto in A il veri�carsi del primo implica
il secondo.

� Osserviamoche (A [ B )c = Ac \ B c: si ottiene allora P([ n An ) = 1 � P(\ n Ac
n ).

1.1.3 Probabilit �a condizionata

Per quanto abbiamo visto �nora, la teoria delle probabilit�a sembra essereuna parte dell'analisi. Il punto
che la di�erenzia �e il concetto di probabilit�a condizionata, che svilupperemoin questasezione.Vogliamo
rispondere alla seguente domanda. Supponiamo di avere assegnatouna misura di probabilit�a su uno
spazio campionario 
, e di venire a conoscenzache un evento E �e occorso. Come dobbiamo allora
modi�care le probabilit�a dei restanti eventi?
Ad un evento F possiamoassegnaredue probabilit�a: una probabilit�a a priori P(F ), che F possiedein 

e una nuova probabilit�a, valutata appunto nell'ip otesi che E sia avvenuto, che chiameremo\probabilit� a
condizionata di F dato E", e che indicheremocon P(F j E).

Esempio 1.1 Consideriamo l'esperimento di lanciare un dado. Sia X il risultato. Fissiamo l'evento
F \esce il numero 6", e sia E l'evento \esce un numero maggiore di 4". A priori, tutti gli esiti sono
equiprobabili, quindi assegneremo P(F ) = 1=6. Supponiamo ora che, dopo aver lanciato il dado, qualcuno
ci informi che�e accaduto E. Questolascia duesoli possibili risultati: 5 e 6. Senzaulteriori informazioni,
dovremo ancora pensare che gli esiti siano equiprobabili, quindi la nuova probabilit�a che assegnamo a F
sar�a 1=2, ossia P(F j E) = 1=2.

4

1Giorgio Letta, Pr obabilit �a element are , Zanichelli Editore, 1993



1.1. Concetti chiave 5

Figure 1.1: Diagramma di Venn

La probabilit�a condizionata dell'evento F , sapendo avvenuto l'evento E, si indica con la notazione
P(F j E) e veri�ca

P(F j E) � P(E) = P(E \ F ): (1.1)

Nel casoP(E) > 0, P(F j E) �e univocamente de�nita dalla relazione(1.1):

P(F j E) =
P(E \ F )

P(E)
:

Pi �u in generale,seA1; A2; : : : ; An sonoeventi, la probabilit�a della loro intersezione�e data (in termini
di probabilit�a condizionate) dalla seguente formula (formula della moltiplicazione)

P(A1 \ A2 \ � � � \ An ) = P(A1)P(A2 j A1)P(A3 j A1 \ A2) : : : P(An j A1 \ � � � \ An � 1):

Di questa formula si pu�o dare una dimostrazione per induzione.

Esempio 1.2 Ritorniamo al casoconsiderato nell'esempio 1.1; vogliamo giusti�c are la de�nizione (1.1).
Supponiamo di aver e�ettuato numeroseprove di estrazione, e indichiamo con N n (E ) il numero di volte
in cui si veri�c a l'evento E in n ripetizioni. Se considero solo gli Nn (E ) tentativi in cui �e accaduto E,
l'evento F �e avvenutoNn (E \ F ) volte; la frequenzarelativa allora veri�c a

Nn (E \ F )
Nn (E )

=
Nn (E \ F )=n

Nn (E )=n
n !1� !

P(E \ F )
P(E)

;

il primo termine �e una misura della probabilit�a dell'evento F sapendo che E �e accaduto, come volevamo
mostrare.

Calcoliamo in�ne il valore di P(F j E) con l'aiuto della de�nizione (1.1):

P(F j E) =
P(E \ F )

P(E)
=

1=6
2=6

=
1
2

:

4

Il problema delle due monete.

Lanciamo due monete uguali ed equilibrate. (a) Qual �e la probabilit�a che escanodue teste, sapendo che
la prima moneta mostra testa? (b) Qual �e la probabilit�a che escanodue teste, sapendo che almeno una
moneta mostra testa?

Per quanto possasembrare paradossale,le due domandenon sonoequivalenti e conduconoa risposte
diverse. Indichiamo con A e B gli eventi: la prima (risp. la seconda)moneta mostra testa. (a) Osserviamo
che l'uscita di due teste �e equivalente all'evento A \ B ; allora P(A \ B j A) = P(A \ B )

P(A ) = 1=4
1=2 = 1

2 . In

questocasodobbiamo calcolareP(A \ B j A [ B ) = P(A \ B )
P(A [ B ) = 1=4

3=4 = 1
3 .



6 Chapter 1. La teoria assiomaticadel calcolo delle probabilit�a

Il paradosso dei compleanni.

In un'urna 
 = f 1; 2; : : : ; sg vengono scelti a caso n elementi. Ogni elemento �e rip osto nell'urna una
volta estratto. Calcolare la probabilit�a dell'evento A = "gli elementi estratti sonotutti diversi tra loro".
Poniamo Ak = "il k-esimoelemento estratto �e diversodai precedenti". Ovviamente

P(A1) =
s
s

= 1; P(A2 j A1) =
s � 1

s
; P(A3 j A1 \ A2) =

s � 2
s

;

P(An j A1 � \ � � � \ An � 1) =
s � n + 1

s
:

Quindi, per la formula della moltiplicazione:

P(A) =
s(s � 1)(s � 2) : : : (s � n + 1)

sn :(2)

Questoesempiovisto ci mostra comela leggedella moltiplicazione permetta di risolvereproblemi evitando
le insidie e le di�colt� a del calcolo combinatorio.

La formula precedente permette di risolvere il classicoproblema dei compleanni quando s = 365.
Infatti

1 �
(365)n
365n

�e la probabilit�a che tra n personesceltea casove ne siano almeno due che festeggianoil compleannolo
stessogiorno. Sempli�cando, faremo l'ip otesi che ogni personaabbia probabilit�a 1/365 di nascerein uno
qualsiasidei giorni dell'anno (ed escluderemogli anni bisestili). La seguente tabella forniscealcuni valori
numerici:

n 10 22 23 40 50 60 70
P .117 .476 .507 .891 .970 .994 .999

Contrariamente a quanto si potrebbe pensare,basta un insieme di 23 personeperch�e la probabilit�a
che due di essefestegginoil compleannolo stessogiorno (a parte l'anno, naturalmente) sia maggioredel
50%; con 70 persone,la probabilit�a che non vi siano sovrapposizioni �e inferiore a un millesimo.

Form ula di Bayes

Si tratta di una formula di frequente utilizzo nelle applicazioni, che seguefacilmente dalla de�nizione di
probabilit�a condizionata. Supponiamo che f H i gN

i =1 sia una partizione di 
: gli H i sono eventi a due a
due disgiunti, di probabilit�a positiva, la cui unione �e tutto 
. Sia B un evento di probabilit�a positiva, e
supponiamo di conoscereP(B j H i ) per ogni i . Quanto vale P(H i j B )? si ottiene:

P(H i j B ) =
P(H i )P(B j H i )

P(B )
=

P(H i )P(B j H i )
P N

j =1 P(H j )P(B j H j )
:

Questa formula ha una interpretazione suggestiva in termini di causee e�etto. Indichiamo con H i le
possibili \cause" dell'evento B . Allora ci interessasapere qual �e la probabilit�a che l'evento H i sia stato
la \causa" di B sapendo che B �e occorso.

2Si noti che il numeratore s(s � 1)(s � 2) : : : (s � n + 1), abbreviato spesso con la scrittura (s)n , chiamato fattoriale
decrescente, �e anche il numero di parole lunghe n su un alfabeto di s lettere, con lettere tutte distin te, oppure �e il numero
di disposizioni (semplici) di s oggetti presi n volte.



1.1. Concetti chiave 7

Esempio 1.3 Si suppongachenel rispondere ad una domanda,cheha s risposte, uno studenteconosca la
risposta esatta con probabilit�a p e non la conosca con probabilit�a 1 � p. Se lo studenteconosce la risposta
sia 1 la probabilit�a che risponda esattamente, se invece non la sa, sia 1=s la probabilit�a che indovini.
Determinare la probabilit�a che lo studenteconosca la risposta nell'ipotesi che abbia risposto esattamente.

Ad esempio,uno studenteliceale alla �ne dell'anno scolastico, prima degli scrutini, ha un voto medio
uguale a 5 e rischia di essere rimandato in quella materia. Il professore gli fa una domanda con solo
due risposte per aumentargli il voto, e quindi promuoverlo, nel caso che risponda bene. Se lo studente
risponde esattamente,qualedovrebbe essere ora il voto?

Il problema si risolve rapidamente con la leggedi Bayes. Consideriamo gli eventi H = \lo studente
conoscela risposta" ; A = \lo studente risponde esattamente" cos�� che P(H ) = p, P(A j H ) = 1,

P(A j H c) = 1=s; ne segueP(H j A) =
ps

1 � p + ps
.

Nel casodello studente liceale, �e s = 2 e p = 0:5. Infatti uno studente con voto 5 ha probabilit�a 5=10
di rispondereesattamente: questa�e una misura della suabravura. Serispondeesattamente alla domanda
del docente il suo voto �e ora P(H j A) = 2=3 ' 0; 666, cio�e quasi 7.

4

1.1.4 Indip endenza

Due eventi A e B si dicono indipendenti see soloseP(A \ B ) = P(A)P(B ). L'indip endenzaequivale a dire
che la conoscenzadi uno dei due eventi non cambia la probabilit�a dell'altro, quindi si ha P(A j B ) = P(A),
P(B j A) = P(B ).

Questa de�nizione si estendea pi�u eventi comesegue:gli eventi A1; A2; : : : ; AN sonoindipendenti se
per ogni scelta di indici i 1; : : : ; i k , tutti distinti e compresi tra 1 e N , si ha

P(A i 1 \ � � � \ A i k ) = P(A i 1 ) � � � � � P(A i k ):

Esempio 1.4 Supponiamo di avere una moneta che dia testa con probabilit�a p, e croce con probabilit�a
q = 1� p. Supponiamo anchechequestamoneta sia lanciata duevolte. �E ragionevoleassegnare all'uscita
di (t; t) la probabilit�a p2, all'uscita di (t; c) la probabilit�a pq, e cos�� via. Sia E l'evento che esca testa
al primo lancio e F l'evento �e uscito croce al secondo lancio. Vogliamo veri�c are che con le probabilit�a
assegnate, i due eventi sono indipendenti, come ci possiamoaspettare.

AbbiamoP(E) = p2+ pq = p, P(F ) = pq+ q2 = q. In�ne, P(E \ F ) = pq, quindi P(E \ F ) = P(E)P(F ).
4

Esempio 1.5 Non �e sempre cos�� evidente a priori se due eventi sono indipendenti. Consideriamo una
moneta perfettamente bilanciata, che viene lanciata due volte. Consideriamo gli eventi A = \al primo
lancio esce testa" e B = \i due lanci sono uguali". Allora

P(B j A) =
P(B \ A)

P(A)
=

Pf (t; t)g
Pf (t; t); (c;c)g

=
1=4
1=2

=
1
2

= P(B ):

Quindi A e B sono indipendenti, anchese il risultato non era cos�� ovvio.
4

Esempio 1.6 Per concludere, diamo un esempiodi eventi che non sono indipendenti. Nell'esperimento
precedente, siano I l'evento \al primo lancio esce testa" e J = \escono due teste". Allora P(I ) = 1

2
e P(J ) = 1

4 . L'evento I \ J �e l'evento \escono due teste" ed ha probabilit�a 1
4 . Allora I e J non sono

indipendenti dato che P(I )P(J ) = 1
8 6= P(I \ J ).

4
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Esempio 1.7 La propriet�a di indipendenzanon si conservacambiando la misura di probabilit�a. Costru-
iamo un esempio in cui A e B sono indipendenti rispetto a P, E �e un evento, e P(A j E)P(B j E) 6=
P(A \ B j E).
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A \ E �
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B \ E

Nel quadrato [0; 1] � [0; 1], sia A l'evento f X < Yg, sia B l'evento f X + Y � 1g: sono indipendenti,
dato che P(A) = P(B ) = 1

2 , P(A \ B ) = 1
4 . Consideriamo l'evento E = f Y � 1

2 g. Allora P(A j E) =
P(B j E) = 1

4 , ma P(A \ B j E) = 0.
4

1.2 Calcolo combinatorio

Nello studio dei pi�u semplici giochi, estrazioni o problemi di ordinamento, saremoportati a trattare spazi
campionari �niti, in cui attribuiamo la stessaprobabilit�a a tutti gli esiti elementari. Per calcolare la
probabilit�a di un evento A baster�a allora dividere il numero di punti contenuti in A (casi favorevoli) per
il numero totale di punti di 
 (casi totali ). Questo si pu�o ottenere pi�u facilmente seguendopoche regole
che vogliamo ora intro durre.

De�nizioni

Si dice disp osizione di n oggetti di classek (k � n) ogni ordinamento (sequenzaordinata) di k oggetti
scelti tra n senzarip etizioni.

Indichiamo con D n
k il numero di tali disposizioni:

D n
k = (n)k = n(n � 1)(n � 2) : : : (n � k + 1) =

n!
(n � k)!

:

Due disposizioni possonodi�erire o per gli oggetti contenuti o per l'ordine degli oggetti stessi.
Sen = k abbiamo le perm utazioni di n oggetti:

Pn = D n
n = n!(3)

3Questo numero �e detto n fattoriale, ed �e uguale a n! = n � (n � 1) � � � � � 2 � 1. L'espressione 0! �e de�nita essere1 per
rendere pi �u semplici alcune formule. Diamo i primi valori di questa funzione:

n n! n n!
0 1 6 720
1 1 7 5040
2 2 8 40320
3 6 9 362880
4 24 10 3628800
5 120

Si osservi come questa funzione crescemolto rapidamen te.
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Possiamoanche sceglierek oggetti tra gli n con rip etizione; ogni scelta viene e�ettuata sull'in tera popo-
lazione, cosicch�e ogni elemento pu�o essereestratto pi�u volte. Ognuno dele k sceltepu�o esseree�ettuata
in n modi, cos�� esistononk disposizioni con rip etizione.
Sia E un insiemedi n elementi. Si dice combinazione di classek tra n oggetti ogni sottoinsiemedi E
costituito da k elementi. Indichiamo con Cn

k il numero di tali sottoinsiemi:

Cn
k =

�
n
k

�
=

n!
(n � k)!k!

=
1
k!

D n
k :

1.2.1 Con�gurazioni di particelle

Statistica di Bose-Einstein.

Consideriamoun sistemadi n particelle indistinguibili; dividiamo questeparticelle in s regioni, in modo
che ognuna delle particelle cada in una e una sola regione. Lo stato del sistema�e descritto dal numero
delle particelle in ognuna delle regioni, quindi �e de�nito univocamente dal vettore (n1; : : : ; ns), dove nk

�e il numero di particelle nella regionek, k = 1; : : : ; s.
De�niamo su questosistemala statistica di Bose-Einstein, ossiade�niamo gli eventi elementari come

tutte le con�gurazioni distinte di particelle, ad ognuna delle quali assegnamola stessaprobabilit�a.

Vogliamo calcolarequante sono le con�gurazioni distinte.
Pensiamoalle scatole come agli intervalli tra (s + 1) sbarre, e usiamo un asterisco* per le palline.

Il simbolo j � j � �j � �jj identi�ca la con�gurazione precedente, in cui una pallina �e nella scatola a, due
nella scatola b, due nella c e nessunanella scatola d. La distribuzione delle palline nelle scatole�e �ssata
nel momento in cui abbiamo �ssato i posti in cui troviamo gli asterischi. Ma vi sonon + s � 1 posizioni
possibili per gli asterischi, quindi il numero di possibili con�gurazioni �e

Cn + s� 1
n =

�
n + s � 1

n

�
:

Statistica di Fermi-Dirac.

De�niamo su un sistemadi n particelle e s regioni la statistica di Fermi-Dir ac, in cui si assumeche
non pi�u di una particella pu�o occupareuna regione

e tutte le con�gurazioni possibili sonoequiprobabili.
Particelle atomiche, comead esempiogli elettroni, sonosoggettealla statistica di Fermi-Dirac; i fotoni,

al contrario, sonosoggetti alla statistica di Bose-Einstein.

L'espressione n! entrer�a in molti conti, e avremo bisogno di stimare il suo valore quando n �e grande. Chiaramen te, non
�e possibile, praticamen te, dare il risultato esatto in questo caso. Useremo invece la formula di Stirling , che permette di
approssimare n! quando n �e grande con l'espressione

n! '
p

2� nn n e� n : (1.2)
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Esempio 1.8 Vogliamo trovare il numero di con�gur azioni (equiprobabili) di n particelle divise in s
regioni, soggettealla statistica di Fermi-Dir ac. Lo stato del sistema �e identi�c ato dalle regioni occupate;
le con�gur azioni distinte sono

Cs
n =

�
s
n

�
:

4

Statistica di Maxw ell-Boltzmann.

Nel caso di particelle distinguibili, si ricade nel caso classico; si parla allora di statistica di Maxwell-
Boltzmann. Si gettano a cason biglie in s scatole (disposizione) o si formano parole lunghe n con un
alfabeto di s lettere.

Ad esempio,alla disposizionedi 5 biglie in 4 scatole a, b, c, d: la prima e la terza nella scatola b, la
secondae la quinta in c, la quarta in a,

corrisponde la parola bcbac. In tal casolo spaziocampionario 
 ha sn elementi.



Chapter 2

Variabili aleatorie o casuali

2.1 Variabili aleatorie reali

Al termine di un esperimento, si �e spessocondotti a consideraredelle quantit�a scalari che sonofunzioni
dell'esito dell'esperimento stesso,piuttosto che gli eventi stesside�niti dall'esperimento. Si usa parlare
allora di variabili casuali quando i possibili risultati dell'esperimento sonoesprimibili mediante numeri.

Potremo dire coincisamente: variabile aleatoria o casuale�e una funzione sullo spaziodi probabilit�a ai
cui valori si associa la probabilit�a del loro manifestarsi, �e tale che due valori distinti vanno considerati
comeeventi escludentesi a vicenda, e l'insieme dei valori considerati esauriscetutte le possibilit�a.

De�nizione

L'applicazione X : 
 ! R �e una variabile casuale sullo spazio di probabilit�a (
 ; A ; P) se gli eventi
(X � x):

(X � x) = f ! 2 
 : X (! ) � xg = X � 1(] � 1 ; x])

sonocontenuti in A per ogni x 2 R.

Le variabili aleatorie sono de�nite, in pratica, assegnandola loro funzione di ripartizione F (x) =
P(X � x). Due particolari tipi di variabili aleatorie hanno il massimointeressenelle applicazioni:

(a) la funzione di ripartizione F (x) �e una funzione a scalini: la variabile aleatoria associata �e detta
variabile aleatoria discreta;

(b) la funzione di ripartizione F (x) �e una primitiv a di una funzione f (x) � 0. In tal casosi parla di
variabile aleatoria continua. La funzione f (x) prende il nome di densit�a di probabilit�a.

2.1.1 Funzione di ripartizione

La funzione di ripartizione di una variabile aleatoria X viene de�nita comela probabilit�a che si manifesti
un qualunque valore della variabile aleatoria non superiore ad un valore pre�ssato x:

FX (x) = F (x) = P(X � x):

La funzione di ripartizione di una genericavariabile casualeX ha le seguenti propriet�a:

(a) lim
x !�1

F (x) = 0, lim
x ! + 1

F (x) = 1;

11
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(b) F �e una funzione monotona non decrescente: F (x) � F (y) sex < y. Infatti, vale il corrispondente
ordinamento tra gli insiemi: (X � x) � (X � y) sex < y.

(c) per ogni punto x 2 R sonode�niti i limiti

lim
� & 0

F (x � � ) = F (x � ); lim
� & 0

F (x + � ) = F (x+ ):

La funzione di ripartizione �e continua a destra:

F (x+ ) = F (x)

per ogni x 2 R; si ha inoltre F (x � ) � F (x). I punti in cui vale la diseguaglianzastretta: F (x � ) <
F (x) sonoal pi�u una in�nit� a numerabile e in tali punti si ha

P(X = x) = F (x) � F (x � );

che si legge: il valore del salto della funzione di ripartizione in un punto di discontinuit�a x 2 R
corrisponde alla probabilit�a che la variabile aleatoria assumail valore x;

(d) seesistonodue punti a; b 2 R per cui F (a) = 0, F (b) = 1, allora la variabile aleatoria assumecon
certezzavalori nell'in tervallo [a; b], e viceversa.

Densit �a di probabilit �a

Una funzione reale f (x) �e una densit�a di probabilit�a se:

(a) assumevalori non negativi: f (x) � 0;

(b) ha \massa" totale 1:
Z

R
f (x) dx = 1.

Si parler�a di densit�a di probabilit�a in relazionealle variabili aleatorie continue. In particolare, data la
funzionedi ripartizione F (x) di una variabile di tale genere,la funzione f (x) = dF

dx (x) �e la sua(1) funzione
densit�a di probabilit�a.

Data una funzione densit�a, �e possibile risalire alla funzione di ripartizione tramite un integrale:

F (x) =
Z x

�1
f (t) dt:

In altre parole, F (x) �e la primitiv a di f (x) determinata dalle condizioni F (�1 ) = 0, F (+ 1 ) = 1.
Osserviamoora che per una variabile aleatoria continua X , con densit�a f (x), per ogni punto x 2 R

si ha P(X = x) = 0, quindi f (x) non rappresenta certamente questa probabilit�a. La funzione f (x)
non rappresenta la probabilit�a di alcun evento riguardante la variabile aleatoria X . Solo quando viene
integrata, ad esempiosu un intervallo I = [x; x + dx], essarappresenta una probabilit�a.

2.1.2 Variabili aleatorie discrete

Indicheremo con variabile aleatoria discreta una variabile aleatoria la cui funzione di ripartizione ha la
seguente propriet�a:

la funzione di ripartizione F (x) �e una funzione a scalini: esisteun insiemedi punti di discontinuit�a
f xn g in cui la di�erenza tra i limiti destro e sinistro �e positiva, mentre tra due punti di discontinuit�a
la funzione assumevalore costante.

1con ci�o intendendo che �e univ ocamente determinata dalla funzione di ripartizione, e, viceversa
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Ne risulta che l'insieme dei possibili valori f xn g che la variabile assumecon probabilit�a positiva ha
cardinalit�a al pi�u in�nitamen te numerabile. Parleremo allora di \distribuzione" della variabile aleatoria
X intendendo l'insieme delle coppie f (xn ; pn )g, dove pn = P(X = xn ).

Ogni insieme �nito o in�nito numerabile di numeri positivi pi , compresi tra 0 e 1 e soddisfacenti la
condizione X

i

pi = 1 (2.1)

pu�o essereutilizzato per de�nire una variabile aleatoria discreta. Baster�a, a tal �ne, associare ognuno di
questi valori a un particolare valore della variabile.

Esempio 2.1 Consideriamo il lancio di una moneta avente probabilit�a p di ottenere testa. Dir emo
variabile aleatoria di Bernoulli la variabile che assumevalore 1 nel caso esca testa, e valore 0 nel caso
esca croce, ossia

P(X = 0) = q = 1 � p; P(X = 1) = p:

4

Distribuzione binomiale

Consideriamo una variabile casualeX che pu�o assumeretutti i valori interi k compresi tra 0 e n, e le
corrispondenti probabilit�a siano date dalla formula

P(X = k) =
�

n
k

�
pk qn � k

dove 0 < p < 1, q = 1 � p.
Si osserva che le singoleprobabilit�a pk sonodate dai termini dello sviluppo del binomio

(p + q)n =
nX

k=0

�
n
k

�
pk qn � k :

Osservando che (p + q)n = 1n = 1, si ricava immediatamente che la condizione(2.1) �e soddisfatta.
In questocaso,la funzione di ripartizione �e esprimibile solo tramite la sommaparziale

F (x) =
jX

k=0

�
n
k

�
pk qn � k ; j � x < j + 1; 0 � x � n;

e F (x) = 0 per x < 0, F (x) = 1 per x � n.

Esempio 2.2 Siano I 1; I 2; : : : ; I n variabili aleatorie di Bernoulli, che descrivono il risultato del lancio
di una moneta: P(I 1 = 1) = p �e la probabilit�a che esca testa, P(I 1 = 0) = q = 1 � p �e la probabilit�a che
esca croce. Allora Sn = I 1 + I 2 + � � � + I n il numero di teste (=successi) sugli n lanci della moneta. Si
dimostra che per ogni k = 0; 1; 2; :::; n, la probabilit�a P(Sn = k) di avere k teste su n lanci, vale

P(Sn = k) =
�

n
k

�
pk (1 � p)n � k (Bernoul li, 1713)

Infatti, pk (1 � p)n � k �e la probabilit�a di avere un numero di teste ugualea k, ed n � k croci, in un ordine
speci�c ato. Ma vi sono

� n
k

�
modi di scegliere tra gli n lanci quei k in cui fare uscire le teste. Da qui il

prodotto.
4



14 Chapter 2. Variabili aleatorie o casuali

Distribuzione geometrica

Nota. �E utile ricordare la sommadella seriegeometrica: per ogni � 1 < � < 1, vale

1X

k=0

� k =
1

1 � �
:

La variabile X assuma i valori interi 0; 1; 2; : : : ; le probabilit�a corrispondenti siano date da pn =
p(1 � p)n , dove p �e un parametro che si pu�o supporre noto e tale che 0 < p < 1. La variabile aleatoria X
�e quindi de�nita da

P(X = n) = p(1 � p)n ; n = 0; 1; 2; : : :

e viene detta distribuzione geometricadi parametro p.
La funzione di ripartizione �e

F (x) =
�

0; x < 0
1 � (1 � p)n +1 ; n � x < n + 1:

Distribuzione di Poisson

Sia � un numero positivo. La distribuzione di Poissondi parametro � �e de�nita da

P(X = n) = e� � � n

n!
; n = 0; 1; 2; : : :

La propriet�a (2.1) si veri�ca facilmente attra versolo sviluppo in seriedi Taylor della funzioneesponenziale:

e� =
1X

n =0

� n

n!
:

In molti esperimenti, il contare il numero di rip etizioni di un fenomenopu�o esseremodellato da una
variabile di Poisson. Ad esempio, il numero di particelle radioattiv e che decadonoin un intervallo di
tempo �ssato, il numero di chiamate in arrivo ad un centralino, il numero di errori di stampa in una
pagina di libro, sono tutti fenomeni che sappiamo (dall'esperienza) poter esseremodellati con questa
distribuzione.

Esempio 2.3 In molti casi, la distribuzione di Poisson pu�o essere usata come approssimazioneper una
distribuzione binomiale di parametri n e p, con n molto grande e p piccolo. Si parla allora di leggedegli
eventi rari; un sensopreciso a questoverr�a dato nella Sezione3.1.1.

4

2.1.3 Variabili aleatorie contin ue

In molte situazioni, �e naturale considerare le variabili aleatorie (ad esempio,nella misura di quantit�a
�sic he, comela massa,la distanzao il tempo) \continue" piuttosto che discrete. Intuitiv amente, possiamo
de�nire una variabile aleatoria continua X su uno spazio
 comeuna funzione X (! ) tale che

P(X = x) = 0; x 2 R;

ossia,tale che X assumaogni speci�co valore con probabilit�a nulla. Questapropriet�a si manifestaquando
la funzione di ripartizione �e continua in ogni punto, ma non necessariamente ammette densit�a.

In e�etti, per ragioni di semplicit�a matematica, richiederemoqualcosadi pi�u.
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De�nizione.

X �euna variabile aleatoria continua seesolosela suafunzionedi ripartizione �eassolutamente continua(2).

In molti casi, le propriet�a delle variabili aleatorie continue sono de�nite in termini della funzione
densit�a di probabilit�a.

Distribuzione esponenziale

La densit�a di probabilit�a di una variabile avente distribuzione esponenziale�e data da

f (x) =
�

0; x < 0;
�e � �x ; x � 0:

La corrispondente funzione di ripartizione �e

F (x) =
�

0; x < 0;
1 � e� �x ; x � 0:

Le distribuzioni esponenzialiappaiononaturalmente nello studio dei tempi di decadimento di fenomeni
radioattivi ed in altri modelli che riguardano tempi d'attesa, comeil tempo di attesa prima della rottura
di un'apparecchiatura, il tempo trascorso in una coda, ecc.

Un'imp ortante propriet�a delle distribuzioni esponenziali �e che, seX �e una tale variabile,

P(X > a + b) = P(X > a)P(X > b); a � 0; b � 0:

Una forma pi�u suggestiva, ma equivalente, della relazioneprecedente si scrive

P(X > a + b j X > a) = P(X > b); a � 0; b � 0: (2.2)

Pensiamo a X come il tempo necessarioperch�e un'apparecchiatura si rompa; allora, condizionato al
fatto di non avere avuto rotture �no al tempo a, la probabilit�a di non avere rotture per altre b unit�a
di tempo �e pari alla probabilit�a di non avere rotture nelle prime b unit�a di tempo. Questo implica che
l'in vecchiamento del pezzonon modi�ca (non aumenta n�e diminuisce) la probabilit�a di rotture in un certo
intervallo.

In�ne, sia X �e una variabile aleatoria, non negativa, per cui �e veri�cata la (2.2): allora:

o P(X = 0) = 1,

oppure X ha distribuzione esponenziale.

Distribuzione gaussiana o normale

La distribuzione Gaussianapossiedemolte interessanti propriet�a, cos��, spesso,variabili aleatoriedi cui non
si conoscela distribuzione sono supposte essereGaussiane,soprattutto in �sica e astronomia. Sebbene
questa possaessereun'ip otesi errata, �e sovente una buona approssimazione,grazie ad un risultato sor-
prendente noto cometeorema limite centrale. Questo teorema a�erma che la distribuzione della somma
di un gran numero di variabili aleatorie indipendenti, che possiedonomedia e varianza �nita, tende alla
distribuzione Gaussiana. Molti esperimenti \classici", come la distribuzione dei voti di un esame,le al-
tezze di una classedi popolazione, ecc., seguonoa grandi linee una distribuzione Gaussiana,con pochi
elementi estremi e molti elementi vicino alla media.

2questo ci consente di a�ermare che F (x) �e derivabile per quasi ogni x e che la sua derivata f (x) �e la densit�a di probabilit� a

di X :
Z x

�1
f (t ) dt = F (x)
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La distribuzione Gaussianastandard, che indichiamo con il simbolo N (0; 1), �e de�nita tramite la
funzione densit�a di probabilit�a

' (x) =
1

p
2�

exp
�

�
1
2

x2
�

:

Questa densit�a �e chiaramente una funzione simmetrica rispetto all'origine.
Non si pu�o esprimereuna primitiv a di e� x 2 =2 in termini �niti; �e tutta via possibileveri�care che ' (x)

ha \massa" totale 1. I valori della funzione di ripartizione �( x) sono rip ortati in apposite tavole. In
particolare,dato che ' �e simmetrica, �e necessariamente �(0) = 1 ed inoltre

�( x) = 1 � �( � x); x 2 R:

Sia ora X una variabile aleatoria con distribuzione Gaussianastandard e poniamo Y = m + � X ,
� > 0. Si pu�o allora veri�care che Y ha densit�a di probabilit�a

' Y (y) =
1

p
2� � 2

exp
�

�
1

2� 2 (y � m)2
�

:

e la distribuzione Gaussianacorrispondente si indica conN (m; � 2). Dato che non abbiamoancoraparlato
di media e varianza, per il momento pensiamoa m e � comedue parametri che indicizzano la classedelle
distribuzioni Gaussiane.

Vedremo pi�u avanti altre propriet�a delle distribuzioni Gaussiane. Per il momento, ci limitiamo a
osservare che la sommadi variabili Gaussianeindipendenti �e ancora una variabile Gaussiana:SeX 1, X 2

sono variabili Gaussianeindipendenti, di distribuzione N (m i ; � 2
i ) per i = 1; 2, allora Y = X 1 + X 2 ha

distribuzione N (m1 + m2; � 2
1 + � 2

2 ).

2.2 Vettori aleatori

Nell'in tro durre il concetto di variabile aleatoria, si �e osservato che al termine di un esperimento �e possibile
essereinteressati a pi�u aspetti dello stesso,il che conducea de�nire pi�u funzioni X 1(! ), X 2(! ), ecc.,sullo
stessospazio (
 ; A ; P). Sesi consideranosimultaneamente i valori assunti dalle funzioni X 1, X 2, ecc., il
risultato sar�a un vettore aleatorio (X 1(! ); X 2(! ); : : : ).

Come nel casoscalare,lo studio dei vettori aleatori viene condotto attra versol'analisi della funzione
di ripartizione e (nel casocontinuo) della funzione densit�a.

Consideriamo un vettore aleatorio X avente k componenti, ossia X = (X 1; : : : ; X k ). Se esiste un
insieme (�nito o numerabile) di punti f x j ; j 2 N; x j = (x1

j ; : : : ; xk
j )g tale che f (x1

j ; : : : ; xk
j ) := P(X =

x j ) > 0,
P 1

j =0 f (x1
j ; : : : ; xk

j ) = 1, diremo che X �e un vettore aleatorio discreto; l'insieme f (x j ; pj )g �e
detto la distribuzione di X .

Esiste una terminologia tradizionale collegata ai vettori aleatori. Cos��, parleremo di distribuzione
congiunta per indicare la distribuzione del vettore X = (X 1; : : : ; X k ) e di distribuzione marginale della
variabile aleatoria X j per indicare la distribuzione della componente X j .

Consideriamo il vettore aleatorio discreto (X ; Y), con distribuzione f (zk ; pk ); zk = (xk ; yk ) 2 R2g.
Per determinare la distribuzione della variabile aleatoria X , baster�a eseguirela sommadelle probabilit�a
degli eventi (incompatibili)

pX (x) = P(X = x) =
X

f (x k ;y k ) : x k = x g

P((X ; Y ) = (xk ; yk )) =
X

f (x k ;y k ) : x k = x g

pk :

Similmente,

pY (y) = P(Y = y) =
X

f (x k ;y k ) : yk = yg

P((X ; Y ) = (xk ; yk )) =
X

f (x k ;y k ) : yk = yg

pk :
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In altre parole, conoscendola distribuzione congiunta del vettore (X ; Y ) �epossibilericavarele distribuzioni
delle componenti X e Y .

Consideriamo l'esperimento di lanciare una moneta e girare un dado. Intuitiv amente, sappiamo che
qualunque sia il risultato del lancio della moneta, questo non in
uenzer�a l'esito del lancio del dado, e
viceversa. Vogliamo ora tradurre in termini matematici questa intuizione. Sia X la variabile che assume
valore 0 o 1 a secondache ne lancio della moneta escatesta oppure croce, e sia Y il numero uscito dal
lancio del dado; allora il vettore aleatorio (X ; Y ) rappresenta l'esito del nostro esperimento. Seassumiamo
che gli eventi (X = i ) e (Y = j ), i = 0; 1, j = 1; : : : ; 6 sonoindipendenti, deve essere

P((X ; Y) = (i; j )) = P(X = i )P(Y = j ); 8 (i; j ):

In altre parole, indicando con f (zk ; pk ); zk = (xk ; yk ) 2 R2g la distribuzione del vettore aleatorio
discreto ~Z = (X ; Y ), diremo che le variabili aleatorie X e Y sono indipendenti see solo se

P( ~Z = ~zk ) = P(X = xk )P(Y = yk ):

2.2.1 Vettori aleatori contin ui

Per ragioni di semplicit�a, ci limiteremo al caso di due variabili casuali X e Y. Poich�e sappiamo che
(X � x) e (Y � y) sonoeventi, tale �e anche la loro intersezione(X � x; Y � y).

Indichiamo con F = F(X ;Y ) la funzione di ripartizione congiunta di X e Y de�nita da

F (x; y) = P(X � x; Y � y):

La funzione di ripartizione pu�o essereutilizzata per calcolare la probabilit�a che la coppia (X ; Y) ap-
partenga ad un rettangolo del piano. Dato il rettangolo

R = f (x; y) : a < x � b; c < y � dg;

dove a � b, c � d, allora

P((X ; Y) 2 R) = F (b;d) � F (b;c) � F (a; d) + F (a; c):

Diremo che X e Y hanno densit�a congiunta seesisteuna funzione f integrabile, f � 0, tale che

F (x; y) =
Z x

�1

Z y

�1
f (s; t) dt ds:

Naturalmente esistonovettori aleatori che non sonon�e discreti n�e dotati di densit�a. Una delle svariate
circostanzein cui ci�o si manifesta �e quella in cui, ad esempio,X �e discreta e Y �e invececontinua.

Una volta dato il vettore aleatorio bi-dimensionale(X ; Y) �e possibileda essode�nire le due variabili
aleatorie X e Y; abbiamo visto come,nel casodiscreto, dalla funzionedi ripartizione del vettore sia possi-
bile, con operazioni elementari, ottenere le funzioni di ripartizione delle due variabili aleatorie considerate
singolarmente.

Nel caso di vettore aleatorio continuo, l'operazione necessariaper ottenere le funzioni di densit�a
marginali, corrispondente alla sommatoria del casodiscreto, sar�a data da un integrale

f X (x) =
Z 1

�1
f (X ;Y ) (x; y) dy; f Y (y) =

Z 1

�1
f (X ;Y ) (x; y) dx:

Le funzioni di ripartizione marginali di X e Y si potranno ottenere direttamente dalla funzione di
ripartizione F del vettore (X ; Y ) con la formula

FX (x) = lim
y !1

F (x; y); FY (y) = lim
x !1

F (x; y):

Mentre dalla distribuzione bidimensionale�esemprepossibilericavare le marginali, il viceversanon vale
in generale: la conoscenzadelle funzioni di probabilit�a o delle densit�a marginali di un vettore aleatorio
(X ; Y ) non �e, in generale,su�cien te per la conoscenzadella distribuzione del vettore stesso.
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2.2.2 Indip endenza

De�nizione.

Le variabili aleatorieX 1; : : : ; X m si dicono indipendenti seesoloseper ogni valoredi a1 � b1; : : : ; am � bm

si ha
P(a1 < X 1 � b1; : : : ; am < X m � bm ) = P(a1 < X 1 � b1) � � � � � P(am < X m � bm ):

La precedente de�nizione, nel casodi due variabili aleatorie X e Y , si riduce a chiedereche sia

P(a < X � b;c < Y � d) = P(a < X � b)P(c < Y � d) (2.3)

per ogni scelta di a � b, c � d.
Abbiamo gi�a visto comel'indip endenzadi due variabili aleatorie discreteX e Y si possacaratterizzare

in termini delle distribuzioni: posto ~Z il vettore (X ; Y ), con distribuzione f ~zk ; pk g, si ha

pk = P( ~Z = ~zk ) = P(X = xk )P(Y = yk ):

�E facile vedereche questacondizione�e equivalente alla de�nizione di indipendenza.
Una condizione equivalente alla (2.3) �e la seguente: indicando con F la funzione di ripartizione

congiunta e con FX , FY le funzioni di ripartizione delle variabili X e Y rispettivamente, allora X e Y
sono indipendenti see solo seper ogni coppia (x; y) di punti del piano si ha

F (x; y) = FX (x)FY (y):

Supponiamo che X e Y abbiano densit�a congiunta f e marginali f X , f Y ; allora la relazione (2.3)
diviene Z b

a

Z d

c
f (x; y) dy dx =

Z d

c
f Y (y) dy

Z b

a
f X (x) dx:

Questa eguaglianza�e veri�cata see solo se

f (x; y) = f X (x)f Y (y) (2.4)

per ogni (x; y) 2 R2.
In particolare, per determinare l'indip endenzadi due variabili aleatorie X e Y , basta conoscerela

loro densit�a congiunta f (x; y): a partire da f si possonocalcolarele densit�a marginali f X e f Y , e quindi
veri�care sevale la (2.4).

Esempio. Distribuzione uniforme nel disco unitario

Sia Z = (X ; Y) una variabile aleatoria con densit�a

f (x; y) =

( 1
�

; x2 + y2 � 1;

0; altrimenti :

Allora, per ogni sottoinsiemeA (su�cien temente regolare) del disco,

P((X ; Y ) 2 A) =
Z Z

A
f (x; y) dy dx =

area di A
�

;

che coincide con la nostra intuizione i uniformit�a. La densit�a marginale f X �e data da

f X (x) =
Z 1

�1
f (x; y) dy =

2
�

p
1 � x2
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per x 2 (� 1; 1) e f X (x) = 0 altrimenti. La densit�a marginale f Y (y) �e data dalla stessaformula, sostitu-
endo x con y.

Per x 2 (� 1; 1), y 2 (� 1; 1) si ha f X (x)f Y (y) = 4
� 2

p
(1 � x2)(1 � y2) che non coincide con la densit�a

congiunta f (x; y). Ne segueche X e Y sono variabili aleatorie dipendenti. Questo �e in accordo con la
nostra intuizione di indipendenza,visto che sappiamo che quando X �e vicino ad 1, ad esempio,allora
deve esserenecessariamente Y vicino a 0: la conoscenzadi X in
uenza il nostro giudizio di probabilit�a
su Y.

2.3 Funzioni di variabili aleatorie

2.3.1 Cam biamen to di variabile

Consideriamouna funzionecontinua g : R ! R. SeX �euna variabile aleatoria suuno spaziodi probabilit�a
(
 ; A ; P), allora Y = g(X ) �e ancora una variabile aleatoria sullo stessospazio.

Cos��, se X �e una variabile aleatoria, tale sono anche jX j, X 2, aX + b (dove a; b 2 R), eX , perch�e le
funzioni jxj, x2, ax + b, ex sonofunzioni continue.

Il problema che si intende risolvere �e allora il seguente: conoscendola distribuzione di X , �e possibile
risalire a quella di Y = g(X )? Per risolvere il problema, si osservi che se A �e l'evento A = f x 2 R :
g(x) � zg, allora (X 2 A) e (Y � z) sonoequivalenti, quindi

FY (z) = P(Y � z) = P(X 2 A):

Questa formula ci permette il calcolo della funzione di ripartizione di Y in termini della distribuzione di
X .

Esempio 2.4 Nel caso X sia una variabile aleatoria discreta, con distribuzione f (xk ; pk )g, allora Y =
g(X ) sar�a necessariamentediscreta, in quanto i suoi valori saranno dati da g(x1); g(x2); : : : , anche se
non necessariamentedistinti. Le rispettive probabilit�a si ottengonodalla formula

pY (y) =
X

f x : g(x )= yg

pX (x);

per ogni possibilevalore y.
4

Esempio 2.5 Sia X una variabile aleatoria con distribuzione uniforme in [0; � ], dove � > 0 �e �ssato, e
sia g(x) = � � log(x=� ), per un qualchenumero � reale positivo. De�niamo Y = g(X ) = � � log(X=� );
allora (Y � t) corrisponde a X � �e � t=� , da cui

FY (t) = P(X � �e � t=� ) = 1 � e� t=� :

Si ottiene in particolare che Y ha distribuzione esponenzialedi parametro 1
� .

4

2.3.2 Distribuzione della somma di due variabili aleatorie

Siano X e Y variabili aleatorie con densit�a congiunta f . In molti casi, ci interessacostruire una variabile
aleatoria Z de�nita in termini di X e Y (diciamo Z = � (X ; Y ), dove � �e una funzione continua) di cui
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Figure 2.1: Distribuzione della sommadi due variabili aleatorie

vogliamo calcolare la distribuzione. Per ogni z 2 R, l'evento (Z � z) �e equivalente all'evento ((X ; Y ) 2
Az ), dove Az �e l'insieme dei punti del piano de�nito da

Az = f (x; y) : � (x; y) � zg:

Nel casoZ = X + Y , l'insieme Az = f (x; y) : x + y � zg �e il semipianoa sinistra della retta x + y = z,
frontiera inclusa, si veda la �gura precedente.

Supponiamo per semplicit�a che X e Y siano indipendenti; allora l'espressione

Z Z

A z

f (x; y) dy dx =
Z 1

0

Z z� x

0
f X (x)f Y (y) dy dx

rappresenta la probabilit�a di (Z � z). Per ottenere la densit�a della variabile Z �e necessarioprendere la
derivata dell'espressioneprecedente; si ottiene in�ne

f Z (z) =
Z

R
f Y (z � x) � f X (x) dx: (2.5)

Esempio 2.6 Nel caso X e Y possanoassumere solo valori positivi, l'espressione(2.5) si sempli�ca:

f Z (z) =
Z z

0
f Y (z � x) � f X (x) dx:

Inoltr e, l'espressione(2.5) pu�o essere adattata al caso di variabili aleatorie discrete X e Y , a valori
interi, per cui Z = X + Y assumevalori interi anch'essae vale

P(Z = z) =
X

x 2 Z

P(Y = z � x)P(X = x); z 2 Z:

4
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Figure 2.2: Distribuzione del minimo di due variabili aleatorie

Consideriamo in dettaglio anche la distribuzione del minimo di due variabili aleatorie. Siano X e Y
variabili aleatorie positive; sia Z = min(X ; Y ): allora Az = f (x; y) : x � 0; y � 0; min(x; y) � zg �e la
regionedi piano evidenziata nella �gura seguente.

Per ottenere Fz (z) = P(Z � z) conviene rifarsi al seguente calcolo:

P(Z � z) = 1 � P(Z > z) = 1 � P(min( X ; Y ) > z) = 1 � P(X > z; Y > z) = 1 � P(X > z)P(Y > z)

da cui
FZ (z) = 1 � (1 � FX (z))(1 � FY (z)) ; z � 0: (2.6)

Esempio 2.7 Siano X e Y distribuzioni esponenziali, di parametro � e � , rispettivamente. Sia Z =
min(X ; Y). Possiamoallora calcolare la distribuzione di Z tramite la (2.6):

FZ (z) = 1 � e� ( � + � )z ; z � 0:

Riconosciamodunqueche Z ha distribuzione esponenzialedi parametro � + � .
4

2.4 Media

Sia X una variabile aleatoria discreta, con distribuzione f (xk ; pk ); k = 0; 1; : : : g; diremo che X �e inte-
grabile, ovvero che ha media �nita , se

1X

k=0

jxk jpk < 1 (2.7)

ed in questocaso3, la media di X , che indichiamo con E(X ), sar�a uguale a

E[X ] =
1X

k=0

xk pk =
1X

k=0

xk P(X = xk ): (2.8)

3 la condizione (2.7) serve a garantirsi che il risultato della serie in (2.8) sia indip endente dall'ordinamen to dei termini.
Se la condizione (2.7) non fosse veri�cata, la somma della serie in (2.8) potrebb e mutare secondo l'ordinamen to prescelto.
Quando la condizione (2.7) �e veri�cata diremo che la serie in (2.8) �e assolutamente convergente
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I termini che compaionoin (2.8) non sonoaltro che i valori assunti da X moltiplicati per le loro rispettiv e
probabilit�a.

Cambiando le serie in integrali, si ottiene la de�nizione di media per una variabile aleatoria continua
X con densit�a di probabilit�a f (x):

E[X ] =
Z + 1

�1
xf (x) dx;

a condizioneche l'in tegrale converga assolutamente:
Z + 1

�1
jxjf (x) dx < + 1 :

Esempio 2.8 Sia X una variabile aleatoria con distribuzione

xk = k; pk =
1

k(1 + k)
; k = 1; 2; : : :

X non ha media �nita, dato che la condizione (2.7) non �e veri�c ata:

1X

k=1

jxk jpk =
1X

k=1

1
1 + k

= + 1 :

4

Esempio 2.9 Sia X una variabile aleatoria con funzione densit�a di probabilit�a

f X (x) =
1
2

e�j x j ; �1 < x < 1 :

Poich�e
Z 1

�1
jxjf X (x) dx =

1
2

Z 0

�1
(� x)ex dx +

1
2

Z 1

0
xe� x dx

=
Z 1

0
xe� x dx = 1 < 1 ;

la speranza matematica di X esiste �nita ed �e data da

E(X ) =
Z 1

�1
xf X (x) dx =

1
2

Z 0

�1
xex dx +

1
2

Z 1

0
xe� x dx = 0:

4

Sia ora � : Rn ! R una funzione continua, ~X = (X 1; : : : ; X n ) un vettore aleatorio (discreto) di
lunghezzan e poniamo Z = � (X ). �E facile convincersi che Z �e una variabile aleatoria discreta, il cui
valore di aspettazione �e dato da

E[Z ] =
1X

k=0

� (~x)P( ~X = ~x); (2.9)

supposto che la seriea secondomembro veri�c hi

1X

k=0

j� (~x)jP( ~X = ~x) < 1 :
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Esempio 2.10 Sia X una variabile aleatoria con distribuzione di probabilit�a geometrica

xk = k; pk =
2
3

�
1
3

� k � 1

; k = 1; 2; : : :

Poniamo Y = g(X ) = (� 1)X . La distribuzione di Y �e data da

P(Y = � 1) =
3
4

; P(Y = 1) =
1
4

;

pertanto

E(Y ) = (� 1)
3
4

+ (1)
1
4

= �
1
2

:

Ma, senzautilizzare la distribuzione di Y , la (2.9) fornisce

E(Y ) = E[(� 1)X ] =
1X

k=1

(� 1)k 2
3

�
1
3

� k � 1

= �
2
3

1X

k=0

�
�

1
3

� k

= �
2
3

1
1 � (� 1

3 )
= �

1
2

:

4

Propriet �a della speranza matematica

Le seguenti propriet�a sonodi facile veri�ca:

1. siano X e Y variabili aleatorie integrabili, a e b numeri reali; allora

E[aX + bY] = aE[X ] + bE[Y ]:

2. siano X e Y variabili aleatorie integrabili indipendenti; allora

E[X Y] = E[X ]E[Y ]: (2.10)

3. seX �e una variabile aleatoria discreta, che assumevalori interi positivi, potremo scrivere

E[X ] =
1X

k=0

P(X > k):

SeX �e una variabile aleatoria continua, con densit�a f (x), X � 0, risulta

E[X ] =
Z + 1

0
P(X > x) dx:

Esempio 2.11 Sia (X ; Y) un vettore aleatorio avente la seguentedensit�a di probabilit�a:

f (X ;Y ) =

(
2 0 � x � 1; 0 � y � 1; x + y � 1;

0 altrove.
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Determiniamo la media di Z = X + Y. Possiamoallora scrivere

E[Z ] =
Z 1

�1

Z 1

�1
(x + y)f (X ;Y ) (x; y) dy dx =

Z 1

0

Z 1� x

0
2(x + y) dy dx

=
Z 1

0
2x(1 � x) + (1 � x)2 dx =

Z 1

0
1 � x2 dx =

2
3

:

Altrimenti, determiniamo le densit�a marginali di X e Y :

f X (x) =
Z 1� x

0
2dy = 2(1 � x); 0 � x � 1;

e anche

f Y (y) =
Z 1� y

0
2dx = 2(1 � y); 0 � y � 1:

Allora

E[X ] =
Z 1

0
2x(1 � x) dx =

1
3

= E[Y ];

quindi E[X + Y ] = 1
3 + 1

3 = 2
3 .

4

2.4.1 Momen ti

De�niamo il momento di ordine k della variabile aleatoria X (centrato rispetto allo 0)

� k = E[X k ]

dove, scelto � (x) = xk , E[� (X )] �e il valore di aspettazione della variabile � (X ). Il momento di ordine 1:
� 1 = E[X ] coincide con la media della variabile X .

Seil momento viene invececalcolato intorno ad un punto a, si ottiene

� k (a) = E[(X � a)k ]:

I momenti vengonospessocalcolati intorno alla media. Questi, detti momenti centrali, sonoindicati con
� 0

k e sonode�niti da
� 0

k = E[(X � � )k ];

ed in particolare � 0
1 = 0. Il secondomomento intorno alla media �e uguale alla varianza

� 0
2 = � 2

mentre � =
p

� 0
2 �e chiamata deviazionestandard.

Si osservino,comunque, le seguenti propriet�a

1. seX ha momento di ordine k �nito, possiedeanche tutti i momenti di ordine � k �niti;

2. seX e Y hanno momento di ordine k �nito, allora anche X + Y ha momento di ordine k �nito.

3. seX ha momento di ordine k �nito, allora ha anche momento centrato di ordine k �nito.
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2.4.2 Varianza

Chiameremovarianza della variabile aleatoria X il momento centrato del secondoordine:

Var[X ] = E[(X � E[X ])2]:

Un diversomodo per calcolare la varianza di una variabile aleatoria �e dato dalla formula

Var[X ] = E[X 2] � E[X ]2:

La radice quadrata aritmetica di � 2, indicata con � , �e detta scarto quadratico medio o deviazione
standard

� =
p

Var[X ] =
p

E[(X � E[X ])2]:

Si osserviche lo scarto quadratico medio �e espressonella stessaunit�a di misura di X , mentre la varianza
si esprimecon il quadrato dell'unit�a di misura.

La varianza di una variabile aleatoria X �e una quantit�a non negativa: Var[X ] � 0 e vale l'uguaglianza
see solo seX assumevalore costante con probabilit�a 1.

La varianza �e una misura della dispersione intorno alla media dei valori assunti da una variabile
aleatoria; pi�u una variabile �e concentrata intorno alla media, minore �e la sua varianza. Per stimare la
dispersionedi una variabile aleatoria intorno alla sua media, �e sovente utile il seguente classicorisultato

Diseguaglianza di Cheb yshev : per ogni " > 0 si ha

P(jX � E[X ]j � " ) �
Var[X ]

"2 : (2.11)

Si osservi infatti la seguente formula, di immediata deduzionea partire da (2.11):

P(jX � E[X ]j � �� X ) � 1 �
1
� 2 :

In particolare, per ogni variabile aleatoria che ammette momento secondo�nito,

P(jX � E[X ]j � 2� X ) � 0; 75

sicch�e la probabilit�a che X assumavalori nell'in tervallo (m � 2� ; m + 2� ) �e almeno uguale a 0; 75. Con
� = 3, si ottiene che la probabilit�a di assumerevalori nell'in tervallo (m � 3� ; m + 3� ) �e almeno uguale a
8=9 ' 0; 89.

1. SeY = aX + b, dove X �e una variabile aleatoria con varianza �nita e a 6= 0, b sono numeri reali,
allora

Var[Y ] = a2Var[X ]:

2. La varianza della somma di due variabili aleatorie indipendenti X e Y �e pari alla somma delle
varianze:

Var[X + Y] = Var[X ] + Var[Y ]; seX e Y sonoindipendenti.

Indichiamo con Cov(X ; Y ) la covarianza di X e Y:

Cov(X ; Y ) = E[X � E[X ]]E[Y � E[Y ]] = E[X Y] � E[X ]E[Y ]:

Date due variabili aleatorie X e Y , si ottiene

Var[X + Y] = Var[X ] + Var[Y ] + 2Cov(X ; Y):
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In generale,per una sommadi variabili aleatorie, la varianza �e espressadalla formula

Var[
nX

i =1

ai X i ] =
nX

i =1

a2
i Var[X i ] + 2

nX

i =1

nX

j = i +1

Cov(X i ; X j ):

La covarianza di due variabili X e Y fornisceuna misura di quanto essesiano correlate, e la quantit�a

� X ;Y =
Cov[X ; Y ]

� X � Y

dove � X , � Y sonole deviazioni standard di X e Y , �e detta coe�ciente di correlazionedi X e Y .
Diremo che X e Y sono non correlate se � X ;Y = 0, ossiase Cov(X ; Y ) = 0. Variabili indipendenti

sono, in particolare, non correlate; il viceversa in generale�e falso.
Giova in�ne ricordare che un valore di � prossimoa zeronon signi�ca che tra le due variabili aleatorie

manchi una qualche relazione, anche funzionale, ma solo che �e assente (o debole) una relazione di tip o
lineare.

2.5 Funzione generatrice dei momen ti

La funzione generatrice dei momenti (f.g.m.) �e una trasformazione integrale che associa ad una dis-
tribuzione di probabilit�a un'altra funzione (quando esiste) con la quale �e possibile operare per risolvere
in modo pi�u agevole alcuni problemi.

De�nizione. Si dice funzione generatrice dei momenti (f.g.m.) di una v.a. X la funzione del
parametro reale t de�nita da

M X (t) = E[etX ] =

( P 1
k=1 etx k pk ; X v.a. discreta

R
R etx f X (x) dx; X continua,

se la serie (o l'in tegrale) esiste �nito in un intorno completo dell'origine, ossiase esiste � > 0 e M X (t)
esiste�nito per ogni � � < t < � .

Naturalmente si ha sempreM X (0) = 1 essendoM X (0) = E[e0X ] = E[1]. Per l'esistenzadella f.g.m.
si richiede per�o che l'in tegrale o la serie esista �nito in un intorno completo dell'origine, e questo non �e
sempreil caso.

Esempio 1. Le seguenti distribuzioni non ammettono f.g.m.: (a) X v.a. continua, con densit�a
f X (x) = 1

x 2 per x � 1 e 0 altrove. Si dimostra che per t � 0
Z 1

1
etx 1

x2 dx � 1;

ma per t > 0 Z 1

1
etx 1

x2 dx = + 1 ;

quindi non esistealcun intorno dell'origine in cui l'in tegrale esiste�nito.
(b) X v.a. discreta, con distribuzione f (k; pk = 1

k(k+1) ); k = 1; 2; : : : g. Anche in questo caso, la serie
vale + 1 per ogni t > 0 e quindi non esistela f.g.m.

Esempio 2. Sia X una v.a. con distribuzione esponenzialedi parametro � > 0. Allora la f.g.m.
esiste,ed �e ben de�nita per ogni t < � :

M X (t) =

(
�

� � t ; t < �

+ 1 ; t � �:
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Il seguente risultato mostra che, seuna v.a. possiedef.g.m., la conoscenzadi questa mi garantisce la
conoscenzadella distribuzione. A parole, signi�ca che se due v.a. hanno la stessaf.g.m., allora devono
essereequidistribuite.

Prop osizione 1. SeX e Y sonov.a. con f.g.m. che esiste�nita, allora

M X (�) = M Y (�) ( ) FX (�) = FY (�):

A questo proposito, rimandiamo alla tabella 1, in cui sono rip ortate le f.g.m. di alcune importanti
distribuzioni. Un altro importante risultato, che spiegaanche il nome adottato per questa funzione, �e
contenuto nella seguente

Prop osizione 2. Se X ammette f.g.m. M X (t) allora essa�e sviluppabile in serie di Taylor intorno
all'origine

M X (t) =
1X

n =0

dn M X

dtn

�
�
�
�
t =0

tn

n!
; � � < t < �

ed inoltre vale
dn M X

dtn

�
�
�
�
t =0

= E[X n ]; n = 0; 1; 2; : : :

Se dunque una v.a. X ammette f.g.m., allora ha anche tutti i momenti �niti, e questi si possono
calcolarea partire da quella.

Esempio 3. Se X ha distribuzione esponenzialedi parametro � , allora la f.g.m. esisteper t < � e
vale M X (t) = �

� � t ; sviluppando questa funzione in seriesi ottiene

M X (t) =
�

� � t
=

1
1 � (t=� )

=
1X

k=0

�
t
�

� k

=
1X

k=0

k!
� k

tk

k!

quindi E[X k ] = k !
� k .

Nome della distribuzione distribuzione o densit� a f.g.m.

Binomiale

� N
x

�
px (1 � p)N � x (1 � p + pet )N

N � 1, p 2 (0 ; 1), x = 0; 1 ; : : : ; N t 2 R

P oisson e� � � x

x ! e� (et � 1)

� > 0, x 2 N t 2 R

Geometrica pqx � 1 pet

1� qet

p + q = 1, x = 1; 2 ; : : : t < � log ( q)

Uniforme con tin ua
1

b� a
etb � eta

t (b� a)

a < x < b t 2 R

Gaussiana
1p

2� � 2
e� 1

2 (x � � )2 =� 2
, et� + 1

2 � 2 t 2

x 2 R t 2 R

esp onenziale �e � �t . t > 0 �
� � t , t < �

t > 0 t < �

Table 2.1: Alcune distribuzioni notevoli.
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Passiamoa considerarecomesi comporta la f.g.m. nel casodi trasformazioni di v.a..

Prop osizione 3. SeX ammette f.g.m. M X (t) e seY = � + � X , allora

M Y (t) = E[etY ] = E[e( � + � X ) t ] = e�t M X (� t):

Prop osizione 4. SeX e Y sono v.a. indipendenti, che ammettono f.g.m. M X (t) e M Y (t), allora la
v.a. X + Y ammette f.g.m. e vale M X + Y (t) = M X (t)M Y (t):

Esempio 4.
(a) Se X ha distribuzione gaussianastandard, allora M X (t) = et 2 =2; prendendo le derivate di questa
funzione si ottiene

d
dt

M X (t) = tet 2 =2;
d2

dt2 M X (t) = (1 + t2)et 2 =2

e calcolandoil valore in t = 0 otteniamo i primi momenti:

E[X ] = 0; V [X ] = E[X 2] = 1:

(b) SeY = � + � X , dove X � N (0; 1), allora M Y (t) = e�t e
1
2 ( � t )2

, da cui riconosciamoun Y una legge
gaussianaN (�; � 2). Si ottiene allora

E[Y ] = � + � E[X ] = �; V [Y ] = � 2V [X ] = � 2:

Quindi i parametri � e � 2 individuano, rispettivamente, media e varianza della distribuzione gaussiana
N (�; � 2).
(c) SeX e Y sonov.a. indipendenti con distribuzione gaussianaN (�; � 2) e N (� ; � 2), allora

M X + Y (t) = M X (t)M Y (t) = et� + 1
2 � 2 t 2

et� + 1
2 � 2 t 2

= exp
�

t(� + � ) +
1
2

t2(� 2 + � 2)
�

da cui riconosciamo una legge gaussianaN (� + � ; � 2 + � 2). In altre parole, la somma di gaussiane
indipendenti �e ancora gaussiana.

2.6 Alcune leggi legate alla statistica

2.6.1 Leggi � 2

Consideriamouna successionedi v.a. X 1; : : : ; X n indipendenti ed equidistribuite, di leggegaussianastan-
dard N (0; 1); posto Y =

P n
i =1 X 2

i , Y si dice avere legge� 2 a n gradi di libert�a, e si indica con � 2(n).
Sebbenele leggi � 2 abbiano densit�a che pu�o esserecalcolata, per i nostri scopi �e su�cien te considerarei
valori che troviamo sulle tavole.

� Possiamocalcolarei primi momenti, che risultano

E[Y ] =
nX

i =1

E[X 2
i ] = n; Var[Y ] = 2n:

� Sen �e grande, diciamo n > 30, risulta che la legge� 2(n) �e approssimativamente normale N (n; 2n).

� SeY � � 2(n) e Z � � 2(m) sonov.a. indipendenti, allora Y + Z � � 2(n + m).

Esempio 2.12 (Quan tili delle leggi � 2) I quantili della legge� 2 a n gradi di libert�a sono indicati con
x � (n) e sono forniti sulle tavole. Ad esempio,si trova
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n n � 0.01 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99
10 2.5582 3.2470 3.9403 18.307 20.483 23.209
20 8.2604 9.5908 10.8508 31.410 34.170 37.566

da cui si ottiene che (se Y � � 2(20)) P(Y < 9:59) = 0:025, e P(Y > 24:17) = 1 � 0:975= 0:025.
�E immediato osservare che Y � 0 non ha distribuzione simmetrica rispetto alla media. Per ottenere

un interval lo bilatero, ossia P(a < Y < b) = � , si cerca un interval lo a code uguali, cio�e P(Y < a) =
P(Y > b) = 1� �

2 . Cos��, per Y � � 2(10), si ha P(Y 2 (3:247; 20:483)) = 0:95.
4

Esempio 2.13 Consideriamo una legge� 2 con n = 50 gradi di libert�a; allora per calcolare un interval lo
unilatero P(Y � x � ) = � si ottiene

P(
Y � n
p

2n
�

x � � n
p

2n
) = � ( )

x � � n
p

2n
= � �

(� � �e il quantile di ordine � per la leggenormale), da cui

x � = n +
p

2n� � :

4

La seguente proposizioneriassumei punti principali che ci interessano.

Lemma 2.1 Siano X 1; : : : ; X n v.a. indipendenti ed equidistribuiti con leggeN (�; � 2).

(a)
nX

i =1

�
X i � �

�

� 2

� � 2(n)

(b)
nX

i =1

�
X i � �X

�

� 2

� � 2(n � 1)

(c) la varianza campionaria S2 =
nX

i =1

(X i � �X )2 �e indipendente da �X e si ha (n � 1)
� 2 S2 � � 2(n � 1)

(quest'ultima a�ermazione �e equivalentea (b)).

Esempio 2.14 Una fabbrica di lastre di vetro sa che lo spessore delle suelastre segueuna leggenormale,
con deviazionestandard � = 1:32� 10� 4. Da ogni partita di lastre viene estratto un campione di n = 25
pezzi, di cui si misura lo spessore; qual �e la probabilit�a che la varianza campionaria superi il valore critic o
di ~� 2 = 2 � 10� 4?

In base alla propriet�a (c) del lemma, (n � 1)
� 2 S2 ha distribuzione � 2(n � 1), quindi la probabilit�a di

superare il valore critico ~� 2 �e

P(S2 > ~� 2) = P(Y >
(n � 1)~� 2

� 2 ) con Y � � 2(24)

= P(Y > 36; 364) ' 0:9 (dalle tavole).

4
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2.6.2 Leggi t di Studen t

Siano X � N (0; 1) e Y � � 2(n) due v.a. indipendenti; diremo legget di Student a n gradi di libert�a la
leggedella v.a. T = Xp

Y=n
. Anche in questocaso,�e possibilecalcolareesplicitamente la densit�a, ma a noi

interesser�a soprattutto conoscerei quantili di questa legge,che si possonoricavare dalle apposite tavole.
Uno studio della legget(n) mostra che essa�e simmetrica e inoltre converge,per n ! 1 , ad una legge

Gaussianastandard. Le tavole mostrano i quantili per diversi valori di n, ma non tutti; per n > 120 si
utilizzano i quantili della leggenormale, mentre se(ad esempio)n = 87, e ci accontentiamo di una minore
precisione(ad esempio,limitata a due cifre decimali), possiamoapprossimaret � (87) con i valori tabulati
per l'in tero n pi�u vicino (in questocaso,90).

Lemma 2.2 Siano X 1; : : : ; X n v.a. indipendenti ed equidistribuite, con leggeN (�; � 2). Allora, date �X
la media campionaria e S2 la varianza campionaria

�X =
1
n

nX

i =1

X i ; S2 =
1

n � 1

nX

i =1

(X i � �X )2;

e posto T =
�X � �

p
S2=n

, T ha distribuzione t(n � 1) di Student con n � 1 gradi di libert�a.

Dimostrazione.

Osserviamoche

T =

p
n

�
�X � �

q
n � 1
n � 1 S2=�

� :=
p

n
� ( �X � � ) ha distribuzione mormale standard; sotto radice si ha la v.a. � :=

p
(n � 1)S2=� 2 che

ha legge� 2(n � 1) ed inoltre �e indipendente da � ; allora T = �p
� =(n � 1)

ha, per de�nizione, legget(n � 1).



Chapter 3

Rip etizione di esperimen ti
indip endenti

Consideriamo un esperimento (come il lancio di un dado) che abbia un numero �nito o numerabile di
possibili esiti. Possiamoallora esprimereil risultato di questo esperimento con il valore di una variabile
aleatoria X . Supponiamo che l'esperimento sia rip etuto n volte. Il risultato globale corrisponde ad os-
servare le variabili aleatorie X 1; X 2; : : : ; X n , dove X i �e il risultato dell'esperimento i -esimo. Se questo
esperimento viene rip etuto nelle stessecondizioni, �e naturale richiedere che le distribuzioni di proba-
bilit�a delle variabili aleatorie siano identiche. Seinoltre supponiamo che il rip etersi dell'esperimento non
condizioni l'esito di una nuova prova, �e naturale richiedere che le variabili aleatorie X i siano tra loro
indipendenti.

3.1 Schema di Bernoulli

Il pi�u sempliceesempio�e quello di un esperimento in cui i possibili esiti sonosolodue: successoo perdita,
ad esempioil lancio di una moneta, oppure l'estrazione di un assoda un mazzodi carte ben mischiato,
ecc. Indichiamo con X la distribuzione di un tale esperimento, p = P(X = 1) la probabilit�a di vittoria,
q = 1 � p la probabilit�a di scon�tta. Una variabile aleatoria con tale distribuzione viene detta variabile
Bernoulliana. La rip etizione di n tentativi indipendenti conducealla successioneX 1; X 2; : : : ; X n di vari-
abili aleatorie indipendenti ed equi-distribuite. Parleremo allora di schema di Bernoulli di parametro
p.

Il risultato di n esperimenti rip etuti di Bernoulli �e espressodal vettore aleatorio ~X = (X 1; : : : ; X n ):
l'informazione contenuta nel vettore �e completa, e ci descrive in quali esperimenti si �e avuto un successo
e in quali una perdita. Spesso, tutta via, ci�o che ci interessa sono alcuni elementi dell'esperimento.
Riportiamo alcune variabili aleatorie riconducibili allo schema di Bernoulli.

� Consideriamo il numero totale di successiSn ottenuti in n tentativi. Si ha Sn = X 1 + � � � + X n e
Sn ha distribuzione binomiale di parametri n e p.

� Sia G1 il numero di scon�tte prima di ottenere il primo successo(G1 = 0 se si ottiene successo
al primo tentativ o). Allora G ha distribuzione geometricadi parametro p. La stessadistribuzione
compete alla variabile Gk che conta il numero di scon�tte tra la k � 1-esimavittoria e la k-esima.
Si dimostra che le Gk sonotra loro indipendenti ed equidistribuite.

� Consideriamo ora il numero di tentativi T (n) necessariper ottenere n successi. Calcoliamo la
distribuzione di T(n).

31
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1. il tip o di sequenzache realizza l'evento T(n) = k �e dato da

T(n) = k see solo se ~X = ( 0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0; : : : ; 0
| {z }

k � 1 termini con n � 1 \1"

; 1; � ; : : : )

dove con � indichiamo un qualunque valore 0 o 1.

2. La probabilit�a di un singolo evento di questo tip o �e pn (1 � p)k � n .

3. Il numero di sequenzedi questo tip o �e pari al numero di sottoinsiemi di n � 1 elementi tra
k � 1 elementi, ovvero a Ck � 1

n � 1, ossia
� k � 1

n � 1

�
.

4. Di conseguenza,la probabilit�a di T (n) = k �e data dalla formula

P(T(n) = k) =
�

k � 1
n � 1

�
pn qk � n

per ogni k � n, e zero altrimenti.

� Le variabili T (n) e Gk intro dotte in precedenzasono legate dalla relazione

T(n) = G1 + � � � + Gn :

Ricordando che la media di una variabile aleatoria con distribuzione geometrica�e q=p, si ottiene

E[T(n)] = n=p:

Esempio 3.1 Consideriamo uno schemadi Bernul li X 1; X 2; : : :, in cui sia p la probabilit�a di avere un
successo. De�niamo le variabili aleatorie T , U rispettivamente come il primo ed il secondo istante in cui
si osservaun successo,ovvero:

T � inf f n � 1 : X n = 1g e U � inf f n � T + 1 : X n = 1g

Calcolare:

(a) la distribuzione congiunta di T e U e le loro distribuzioni marginali;

(b) de�nita la nuova variabile aleatoria V � U � T , calcolare la distribuzione congiunta di T e V e dire
se le due variabili sono indipendenti;

(c) determinare la distribuzione marginale di V e riconoscerne la legge.

4

3.1.1 Form ule approssimate

Consideriamouna variabile aleatoria binomiale Sn , con parametro n grande. Ricordiamo che Sn deter-
mina la probabilit�a che in n tentativi si ottengano k successi,k � n, e che

P(Sn = k) =
�

n
k

�
pk qn � k ; k = 0; 1; : : : ; n:

Il calcolo della precedente probabilit�a diventa rapidamente onerosoal cresceredi n. �E sembrato quindi
utile ricercare delle formule approssimate, capaci di rendere agevole tale calcolo ed accettabile l'errore
derivante dall'approssimazione.
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La form ula di Poisson

Fissata la costante positiva � , si ponga per ogni n > �

p = pn =
�
n

: (3.1)

Si consideri la successionedelle variabili aleatorie S(n) con distribuzione binomiale di parametro n e pn

(quindi, al variare di n, S(n) non �e il risultato di uno stessoschema di Bernoulli!)

Pk := P(S(n) = k) =
�

n
k

�
pk (1 � p)n � k ; k = 0; 1; : : : ; n: (3.2)

Quando n tende a in�nito, restandovalida la posizione(3.1), la successionedi leggi di probabilit�a de�nite
in (3.2) convergeversouna leggedi Poissondi parametro �

Qk = e� � � k

k!

nel sensoche

lim
n !1

�
n
k

�
pk (1 � p)n � k = e� � � k

k!
:

A titolo esempli�cativ o, rip ortiamo i valori di Pk dedotti dalla formula (3.1) con n = 100, p = 0:05
e n = 500, p = 0:01, rispettivamente, ed i valori approssimati Qk ottenuti tramite la formula (3.2), con
� = np = 5:

k n=100, p=0.05 n=500, p=0.01 � =5
0 0.0059205 0.0065705 0.0067379
5 0.180018 0.176351 0.175467
10 0.0167159 0.0178585 0.0181328
15 0.0000988 0.0001442 0.0001572
20 8.442� 10� 8 2.143� 10� 7 2.641� 10� 7

25 1.543� 10� 11 8.818� 10� 11 1.295� 10� 10

Form ula di Gauss

Si riprenda la formula

Pk =
�

n
k

�
pk qn � k (3.3)

che fornisce la probabilit�a di ottenere k successisu n prove nello schema di Bernoulli. Consideriamo la
corrispondente variabile standardizzata

S�
n =

Sn � np
p

npq
;

osserviamoche s�
n assumevalori x �

k = k � npp
npq per k = 0; 1; : : : ; n.

Prop osizione.

Per n su�cien temente grande, per ogni k = 0; 1; : : : ; n, vale l'approssimazione

P(Sn = k) = P(S�
n = x �

k ) '
1

p
2� npq

exp(� (x �
k )2=2) =

1
p

2� npq
exp(�

(k � np)2

2npq
): (3.4)
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Si consideri la formula di Stirling per l'approssimazione del fattoriale n!, data da

n! �
p

2� nn n e� n ; n ! 1 ;

dove an � bn signi�ca che
lim

n !1

an

bn
= 1:

Sostituendo in (3.3) si ottiene

Pk =
n!

k!(n � k)!
pk qn � k '

p
2� nn n e� n

p
2� kkk e� k

p
2� (n � k)(n � k)n � k e� ( n � k )

pk qn � k

'
1

p
2� n(k=n)k +1 =2(1 � k=n)n � k +1 =2

pk qn � k '
1

p
2� npq

1
(k=np)k +1 =2 [(n � k)=nq]n � k +1 =2

:

Consideriamo il secondotermine dell'eguaglianza precedente:

A =
1

(k=np)k +1 =2 [(n � k)=nq]n � k +1 =2
:

Prendendo il logaritmo di ambo i membri, si ricava

log(A) = � (k +
1
2

) log(k=np) � (n � k +
1
2

) log[(n � k)=nq]:

Ricordando che n = np + nq, si ha

log(A) = � (np + (k � np) +
1
2

) log(1 +
k � np

np
) � (nq � (k � np) +

1
2

) log(1 �
k � np

nq
): (3.5)

Facciamo tendere n all'in�nito con la posizione

x =
k � np
p

npq
�ssato : (3.6)

Possiamoallora sceglieren abbastanza grande perch�e sia
�
�
�
�
k � np

np

�
�
�
� < 1;

�
�
�
�
k � np

nq

�
�
�
� < 1;

sviluppiamo allora il logaritmo in serie di Taylor intorno a 1:

log(1 + t) = t �
1
2

t2 + R2(t );

sostituendo in (3.5)

log(A) = �
h
np

k � np
np

+ (k � np)
k � np

np
+

1
2

k � np
np

� nq
k � np

nq
+ (k � np)

k � np
nq

�
1
2

k � np
nq

�
1
2

np
�

k � np
np

� 2

�
1
2

np �
�

k � np
nq

� 2

+ �
i

dove � contiene tutti i termini del prodotto che non abbiamo esplicitato. Sempli�cando
l'espressioneprecedente e ricordando la posizione (3.6) si ottiene

log(A) = �
x2

2
+ �

ed inoltre si pu�o dimostrare che � ! 0 per n ! 1 .

Il risultato appenastabilito �e noto cometeoremadi De Moivre - Laplace e la formula (3.4) �e la formula
di Gauss. La conclusioneva interpretata come segue: data una variabile binomiale, la probabilit�a che
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si manifesti un particolare valore k di questa �e tanto pi�u prossima a quella deducibile dalla formula di
Gauss(3.4) tanto pi�u n cresce,restando p �ssato.

Osserv azione.

Il risultato di De Moivre - Laplace appena stabilito rappresenta una approssimazioneaccettabile della
formula di Bernoulli per valori non grandi di n solo se p = q; se invece p e q sono molto diversi tra
loro, l'approssimazionediviene accettabile solo per n molto grande; in tal caso,�e conveniente utilizzare
la formula di Poisson.

3.1.2 Probabilit �a di un valore compreso entro limiti assegnati

Nel paragrafo precedente ci siamooccupati del calcolodella probabilit�a che compete all'evento (Sn = k),
in uno schema di Bernoulli di parametro p. �E per�o interessante, nelle applicazioni, anche il problema di
calcolare la probabilit�a che compete all'evento (a < Sn � b), �ssati a e b.

Da un punto di vista teorico, non vi sonodi�colt� a; si tratta infatti di sommarele probabilit�a di eventi
incompatibili, per cui la probabilit�a cercata �e

P(Sn = a + 1) + � � � + P(Sn = b);

il vero problema consistenell'escogitareun procedimento comodo per il calcolo di questaespressione.

Per semplicit�a di esposizione,consideriamoil casodi intervalli centrati nella media; sia

P(� �� � Sn � np � �� ) = P(jSn � npj � �� )

la probabilit�a che, nello schema di Bernoulli, si manifesti uno scarto dalla media superiore a �� , dove
� =

p
npq �e lo scarto quadratico medio. Vogliamo mostrare che al cresceredi n si ha

P(� �� � Sn � np � �� ) � !
1

p
2�

Z �

� �
e� x 2 =2 dx: (3.7)

Consideriamola variabile standardizzata

S�
n =

Sn � np
p

npq
;

abbiamo visto comeS�
n abbia distribuzione che soddisfa la relazione

P(S�
n = x � ) '

1
p

2� npq
exp[� (x � )2=2];

che possiamoanche esprimerenella forma

p
npqP(S�

n = x � ) '
1

p
2�

exp[� (x � )2=2]: (3.8)

Per calcolarela probabilit�a chesi manifesti un qualunquevaloredi S�
n compresotra � � e � , indichiamo

con k1 e k2 i valori di k che corrispondono al minimo e al massimotra i valori che x � assumeall'in terno
di tale intervallo:

k2X

k= k1

P(S�
n = x �

k ):
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Notiamo poi che x �
k =

(k � np)
p

npq
, da cui �e anche (x �

k+1 � x �
k ) =

1
p

npq
, ossia

k2X

k= k1

P(S�
n = x �

k ) =
k2X

k= k1

(x �
k+1 � x �

k )
p

npqP(S�
n = x �

k ) '
k2X

k= k1

(x �
k+1 � x �

k )
1

p
2�

exp[� (x �
k )2=2]:

Seconsideriamola funzione

' n (x) =
1

p
2�

exp[� x2
k =2]; xk � x < xk+1 ;

l'espressioneprecedente si pu�o esprimerecomeintegrale
Z x k 2 +1

x k 1

1
p

2�
' n (x) dx:

Al tendere di n all'in�nito, si avr�a che ' n convergealla funzione ' (x) =
1

p
2�

exp[� x2=2]; dato che x �

varia di 1=
p

npq quando k varia di 1, si ottiene anche che x �
k1

! � � , x �
k2 +1 ! � , quindi la probabilit�a

cercata convergeall'in tegrale Z �

� �

1
p

2�
exp[� x2=2]dx:

3.2 Teorema limite centrale

L'approssimazionedi De Moivre - Laplace �e solo un casoparticolare di un risultato generale.Per intro-
durre questo, si inizia con l'osservare che Sn rappresenta la somma di variabili aleatorie indipendenti,
tutte con la stessadistribuzione di Bernoulli, aventi media e varianza �nita. Allora la formula di De
Moivre - Laplace (3.7) pu�o essereespressadicendo che la variabile aleatoria

P n
k=1 X k � nE(X )

p
nVar[X ]

�e approssimativamente distribuita secondola leggeGaussianaN (0; 1).
Ci possiamoallora aspettare che una somma di variabili aleatorie indipendenti, sotto precise con-

dizioni, sia distribuita secondouna leggeGaussiana. �E questo il contenuto del teorema limite centrale.

Dobbiamo preliminarmente intro durre cosaintendiamo con convergenzain distribuzione.

De�nizione

Si dice che la successione(X n )n � 0 converge in distribuzione alla variabile aleatoria X se la successione
delle funzioni di ripartizione Fn converge verso la funzione di ripartizione F di X in ogni punto di
continuit�a di quest'ultima:

lim
n !1

Fn (x) = F (x) per x punto di continuit�a di F .

Si osservi che se X n , X sono variabili aleatorie discrete, che assumonogli stessi valori f y1; y2; : : : g
allora la convergenzain distribuzione di X n versoX si veri�ca see solo se

P(X n = yi ) ! P(X = yi ) per ogni i , quando n ! 1 .

Possiamoora enunciare in maniera precisaquanto osservato nei precedenti paragra�.
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1. La successionedi variabili aleatorie (X n )n � � aventi distribuzione binomiale B (n; �=n ) convergono
in distribuzione ad una leggedi Poissondi parametro � .

2. Il teorema di De Moivre - Laplace a�erma che la successionedi variabili aleatorie S�
n converge, in

distribuzione, ad una variabile aleatoria con leggeGaussianaN (0; 1).

Possiamoora enunciare il teorema centrale.

Teorema centrale

Sia (X n )n � 1 una successionedi variabili aleatorie indipendenti, equidistribuite, aventi media � e varianza
� 2 > 0 �nite. Allora la variabile

Zn =
P n

k=1 X k � n�
p

n� 2

convergein distribuzione ad una variabile aleatoria con leggeGaussianastandard N (0; 1).

La generalit�a di questo teorema �e notevole. Le variabili aleatorie X n possonoesserediscrete, oppure
continue o nessunodie due tipi. Inoltre, la conclusioneresta vera anche se non esistono i momenti di
ordine superiore a 2. Un'altra sorprendente a�ermazione del teorema �e che la distribuzione limite �e
indipendente dalla leggedi X n (supposto che le ipotesi del teorema siano soddisfatte).

Si pu�o dimostrare che il teorema centrale rimane vero (cio�e che S�
n converge in distribuzione ad una

leggeGaussianastandard) seS�
n �e una variabile aleatoria che si pu�o scrivere comesommadi un numero

crescente di variabili aleatorie indipendenti, tutte \piccole" (in un sensoda precisare),anchesenzal'ip otesi
che siano equidistribuite. Per questo motivo, ad esempio,si assumeche un errore di misurazione segua
una leggenormale: in assenzadi errori sistematici, �e plausibile pensareche la discrepanzatra il valore
vero e quello misurato sia la risultante di tanti piccoli errori che si sonosovrapposti.

3.3 Legge dei grandi numeri

Media campionaria

Intro durremo il concetto di convergenzain probabilit�a col classicoteorema di Bernoulli.
Consideriamouno schema di Bernoulli di parametro p e sia f X k g la successionedi variabili aleatorie

indipendenti, aventi tutte la stessadistribuzione, che rappresentano l'esito dell'esperimento k-esimo. Per
ogni numero naturale n � 1 chiamiamo media campionaria di X 1; : : : ; X n la nuova variabile aleatoria

�X n =
1
n

(X 1 + � � � + X n ):

Ovviamente, le variabili aleatorie X k hanno la stessamedia � = p e la stessavarianza � 2 = p(1 � p).
Notiamo che

1. anche il valore atteso della media campionaria �X n �e uguale a � ;

2. la varianza di �X n �e uguale a � 2

n .

Si noti che la varianza della media campionaria diventa semprepi�u piccola { pi�u precisamente, tende
a zero { al tendere di n all'in�nito. Intuitiv amente ci�o signi�ca che quanto pi�u �e ampio il campione(cio�e
quanto pi�u �e grande N ) tanto pi�u i valori della media campionaria sono concentrati intorno al valore
atteso (che �e � ).
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La diseguaglianzadi Chebyshev fornisce allora, per ogni " > 0,

P
�
j �X n � � j > "

�
�

� 2

"2 =
p(1 � p)

n" 2 :

Poich�e l'ultimo termine, per " �ssato ed n tendente all'in�nito converge a zero, per ogni � > 0 si pu�o
determinare un valore n su�cien temente grande tale che

P
�
j �X n � � j > "

�
� � :

Da ci�o discendeche per n su�cien temente grande, si avr�a

P
�
j �X n � � j � "

�
� 1 � � :

In altre parole, si potr�a determinaren tanto grandeda far s�� �e la probabilit�a della diseguaglianzaj �X n � � j �
" sia prossimaad 1 quanto si vuole.

Questo fatto �e noto cometeorema di Bernoulli ed �e il punto di partenza di numerosi altri teoremi in
probabilit�a e statistica.

De�nizione

Si dice che la successionedi variabili aleatorie f X n g convergein probabilit�a alla variabile aleatoria X se

lim
n !1

P(jX n � X j > " ) = 0 per ogni " > 0:

Legge dei grandi numeri

Consideriamouna successionef X n g di variabili aleatorie e sia Sn la successionedelle sommeparziali

Sn = (X 1 + � � � + X n ):

Si dice che X n obbediscealla legge(debole) dei grandi numeri rispetto alla successionef B n g, Bn > 0,
Bn ! 1 , seesisteuna successionef An g tale che

Sn � An

Bn

P
� ! 0:

1. Sef X n g �euna successionedi variabili aleatoriea duea duenon correlate, conE[X i ] = � i , Var[X i ] =
� 2

i e se

Bn :=
nX

i =1

� 2
i ! 1 quando n ! 1 ;

allora f X n g obbediscealla leggedei grandi numeri rispetto a Bn essendoAn =
P n

i =1 � i :

Sn �
P n

i =1 � iP n
i =1 � 2

i
=

P n
i =1 X i � � iP n

i =1 � 2
i

P� ! 0:



3.3. Leggedei grandi numeri 39

2. Un casoparticolare �e quello in cui le variabili X n sonoindipendenti ed equidistribuite. In tal caso,
essendoE[X i ] = � , Var[X i ] = � 2 > 0, si ha

Sn � n�
n� 2

P� ! 0:

Possiamoallora esprimerein maniera rigorosail teoremadi Bernoulli. Sianof X n g variabili aleatorie
indipendenti e con distribuzione di Bernoulli B (p); allora, posto �X n = 1

n Sn ,

�X n � �
� 2

P� ! 0

ossia,anche
�X n

P
� ! �:

smallskip
Si noti che la varianza della media campionaria diventa semprepi�u piccola { pi�u precisamente, tende

a zero { al tendere di n all'in�nito. Intuitiv amente ci�o signi�ca che quanto pi�u �e ampio il campione(cio�e
quanto pi�u �e grande N ) tanto pi�u i valori della media campionaria sono concentrati intorno al valore
atteso (che �e � ).

La diseguaglianzadi Chebyshev fornisce allora, per ogni " > 0,

P
�
j �X n � � j > "

�
�

� 2

"2 =
p(1 � p)

n" 2 :

Poich�e l'ultimo termine, per " �ssato ed n tendente all'in�nito converge a zero, per ogni � > 0 si pu�o
determinare un valore n su�cien temente grande tale che

P
�
j �X n � � j > "

�
� � :

Da ci�o discendeche per n su�cien temente grande, si avr�a

P
�
j �X n � � j � "

�
� 1 � � :

In altre parole, si potr�a determinaren tanto grandeda far s�� �e la probabilit�a della diseguaglianzaj �X n � � j �
" sia prossimaad 1 quanto si vuole.

Questo fatto �e noto cometeorema di Bernoulli ed �e il punto di partenza di numerosi altri teoremi in
probabilit�a e statistica.

De�nizione

Si dice che la successionedi variabili aleatorie f X n g convergein probabilit�a alla variabile aleatoria X se

lim
n !1

P(jX n � X j > " ) = 0 per ogni " > 0:

Legge dei grandi numeri

Consideriamouna successionef X n g di variabili aleatorie e sia Sn la successionedelle sommeparziali

Sn = (X 1 + � � � + X n ):

Si dice che X n obbediscealla legge(debole) dei grandi numeri rispetto alla successionef B n g, Bn > 0,
Bn ! 1 , seesisteuna successionef An g tale che

Sn � An

Bn

P� ! 0:
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1. Sef X n g �euna successionedi variabili aleatoriea duea duenon correlate, conE[X i ] = � i , Var[X i ] =
� 2

i e se

Bn :=
nX

i =1

� 2
i ! 1 quando n ! 1 ;

allora f X n g obbediscealla leggedei grandi numeri rispetto a Bn essendoAn =
P n

i =1 � i :

Sn �
P n

i =1 � iP n
i =1 � 2

i
=

P n
i =1 X i � � iP n

i =1 � 2
i

P� ! 0:

2. Un casoparticolare �e quello in cui le variabili X n sonoindipendenti ed equidistribuite. In tal caso,
essendoE[X i ] = � , Var[X i ] = � 2 > 0, si ha

Sn � n�
n� 2

P� ! 0:

Possiamoallora esprimerein maniera rigorosail teoremadi Bernoulli. Sianof X n g variabili aleatorie
indipendenti e con distribuzione di Bernoulli B (p); allora, posto �X n = 1

n Sn ,

�X n � �
� 2

P� ! 0

ossia,anche
�X n

P� ! �:

Esempio 3.2 Una roulette americana ha 38 caselle, 18 rosse, 18 nere e due verdi, indicate con 0 e
00. Un giocatore decide di puntare 1$ sull'uscita del rosso: se indichiamo con X l'esito della giocata,
si ottiene X = 1 con probabilit�a p = 18

38 = 9
19 e si ottiene X = � 1 con probabilit�a q = 1 � p = 10

19 . Il
giocatore �e interessatoal guadagnototale Sn = X 1 + � � � + X n dopo n partite:

1. ogni partita ha guadagnomedio � = � 1
19 ' 0:053 e varianza � 2 = 1 � 1

192 ' 1;

2. il guadagnomedio, dopo n giocate, �e dato da E[Sn ] = n� = � n
19 ;

3. la leggedei grandi numeri a�erma che

lim
n !1

P
� �

�
�
�
Sn

n
+

1
19

�
�
�
� > "

�
= 0 per ogni " > 0

cio�e il guadagnomedio per giocata (con n grande) �e prossimo a � 1
19 con probabilit�a elevata;

4. il teorema centrale a�erma che

lim
n !1

P
�

Sn � n�
p

n� 2
� y

�
= �( y)

dove �( x) �e la funzione di ripartizione di una variabile Y gaussianastandard, cio�e, per n grande,
si ha approssimativamente

Sn ' n� + �
p

nY:

Nel nostro caso, se per esempioscegliamo n = 100,

S100 ' � 5:3 + 10Y;
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cosicch�e la probabilit�a di un guadagnopositivo �e

P(S100 > 0) ' P(� 5:3 + 10Y > 0) = �(0 :53) ' 0:2981

Dopo 100 giocate, il giocatore sta vincendo con una probabilit�a di circa il 30% (e naturalmente �e in
perdita con probabilit�a di circa il 70%).

4
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Chapter 4

Pro cessi di Mark ov

4.1 In tro duzione

Consideriamol'osservazionedi un fenomenocheevolvenel tempo. Molto spessosi palesal'imp ossibilit�a di
una previsionedeterministica sull'evoluzionedel sistema;in questi casi la solaaltra maniera di procedere
consiste nell'associare una variabile casualead ogni istante futuro di osservazione, e nel dedurre dalle
caratteristiche di questa le previsioni che ci interessano. Intro durremo quindi una famiglia di variabili
aleatorie

f X t ; t 2 Tg; T �e un sottoinsiemedi R+ ,

a valori in un sottoinsiemeE di R, che viene chiamato spazio delle fasi.
�E facile immaginare vari sistemi in cui l'insieme dei tempi che descrive le osservazioni future �e un

intervallo (�nito o in�nito) oppure un insieme discreto. Inoltre, possiamoimmaginare fenomeni i cui
esiti sono in numero �nito o in�nito numerabile, cos�� come fenomeni caratterizzabili mediante i numeri
appartenenti ad un intervallo (limitato o in�nito).

4.1.1 Classi�cazione dei pro cessi sto castici

In base a quanto �e stato detto, possiamo intro durre una prima classi�cazione dei processistocastici.
Abbiamo:

1. processistocastici discreti nel tempo e nello spazio(delle fasi);

2. processistocastici continui nel tempo e discreti nello spazio;

3. processistocastici discreti nel tempo e continui nello spazio;

4. processistocastici continui nel tempo e nello spazio.

Si consideri ora una successionedi istanti di osservazione e si supponga di conoscerela funzione di
ripartizione delle singolevariabili casuali associate ad essi. La probabilit�a che in un dato istante si man-
ifesti un certo valore della corrispondente variabile pu�o dipenderedai valori che si sonomanifestati nelle
precedenti osservazioni o pu�o esserneindipendente. Questa duplice eventualit�a ci conducea considerare
una secondaclassi�cazione dei processistocastici:

1. processistocastici costituiti da una successionedi variabili aleatorie indipendenti;

2. processistocastici in cui la genericavariabile casualedipendedalla evoluzionedel sistema,cio�e dalla
particolare successionedi valori gi�a ottenuti.
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4.1.2 In tro duzione ai pro cessi di Mark ov

Sia dato un processostocasticodel secondotip o, e consideriamouna successionedi osservazioni; l'insieme
dei valori rilevati costituisce ci�o che chiamiamo una \realizzazione del processo":

f (t1; x t 1 ; t2; x t 2 ; : : : ; tn ; x t n g:

Sia tn l'istan te in cui �e stata e�ettuata l'ultima osservazione e quindi tn +1 l'istan te in cui dovr�a essere
e�ettuata la prossimaosservazione. Vogliamo considerareil problema di prevederequale sar�a lo stato del
sistemaal tempo tn +1 : ossiavogliamo assegnarela distribuzione di probabilit�a della variabile X t n +1 che
descrive il sistema al tempo tn +1 . Se il sistema ha un insieme discreto di stati, il problema sar�a risolto
assegnandole probabilit�a che al tempo tn +1 il sistemasi trovi nello stato x j , j = 1; 2; 3; : : :

Poich�esi tratta delleprobabilit�a di passaggioda uno stato x t n noto ad un certo stato x, le indicheremo
con il nome di probabilit�a di transizione. Se queste probabilit�a fosseroindipendenti dalla realizzazione
del processosino a tn incluso, saremmodi fronte ad un processoa variabili indipendenti.

Supponiamo inveceche le probabilit�a di transizione siano condizionate dalla storia del sistema; se il
processoha avuto inizio in t0,si potr�a scrivere

P(X t n +1 = x j X t 0 = y0; X t 1 = y1; : : : ; X t n = yn ) (4.1)

per indicare la probabilit�a che passiallo stato x, sapendo che in t0 si �e trovato in x0, in t1 si �e trovato in
y1, ecc.

Un caso notevole di processistocastici di tale tip o �e quello che si presenta quando la dipendenza
diipende solo dallo stato del sistema all'istan te attuale; il passato non ha alcuna in
uenza. I processi
stocastici caratterizzati in tale modo si dicono markoviani; per essila (4.1) si sempli�ca in

P(X t n +1 = x j X t n = yn ):

4.2 Le catene di Mark ov

La nostra esposizionesi limita a considerareprocessidi Markov discreti nel tempo e nello spazio. In-
dicheremo con E lo spazio degli eventi; in prima lettura, supporremo E = f 1; : : : ; M g, ma gran parte
della teoria rimane valida per catene con un numero in�nito numerabile di stati, come verr�a mostrato
nella sezione4.4. Indicheremo con f tn g la successionedegli istanti di osservazione, ordinata per tempi
crescenti (tn +1 > tn ).

Poich�e la successionedegli istanti di osservazione�e a priori nota, l'evoluzione del sistema sar�a com-
pletamente determinata prendendoin considerazioneil numero d'ordine delle transizioni. Risulta quindi

P(X t n +1 = x j j X t n = x i ) = pij (n)

dove la coppia di indici \ ij " indica che si considera la probabilit�a della transizione x i ! x j , mentre
l'indice \ n" tra parentesi sta ad indicare che si tratta della n-esimatransizione.

Sel'insieme degli stati E ha cardinalit�a M , possiamoconsiderarela seguente disposizionematriciale:

P =

0

B
B
@

p1;1(n) p1;2(n) : : : p1;M (n)
p2;1(n) p2;2(n) : : : p2;M (n)

: : : : : : : : : : : :
pM ;1(n) pM ;2(n) : : : pM ;M (n)

1

C
C
A

La matrice di transizione P gode delle propriet�a seguenti.

� Il generico elemento �e pi;j (n), di cui abbiamo gi�a chiarito il signi�cato. In particolare, tutti gli
elementi della matrice sononumeri reali, non negativi e non maggiori di 1.



4.2. Le catenedi Markov 45

� Gli elementi appartenenti alla i -esima riga sono le probabilit�a di transizione dallo stato i ad un
qualunque stato j (compresoi stesso).

� Per il principio delle probabilit�a totali, la sommadegli elementi di ogni riga �e 1:

MX

j =1

pij (n) = 1:

Questo numero �e infatti la probabilit�a della transizione da i versouno qualunque dei possibili stati
del sistema.

� La matrice �e quadrata, perch�e le righe corrispondono agli stati iniziali e le colonneagli stati �nali
della transizione, che evidentemente sonouguali.

De�niamo matrice stocastica una matrice quadrata, i cui elementi sononumeri reali compresinell'in-
tervallo [0; 1], in cui la sommadegli elementi di ogni riga �e uno.

Il casopi�u elementare e pi�u studiato di catenadi Markov �e quello caratterizzato da matrici stocastiche
i cui elementi non dipendono dal numero d'ordine della transizione considerata. Questa condizione si
esprimeanche dicendoche la catena�e omogenea nel tempo. In tal casopotremo sempli�care la notazione
eliminando l'indice \( n)" dagli elementi di P.

Abbiamo visto come ad ogni catena di Markov omogeneanel tempo, con insieme �nito di stati, sia
associata la matrice di transizione che risulta essereuna matrice stocasticaP; viceversa,si pu�o dimostrare
che data una matrice stocasticaP �e possibilecostruire un processodi Markov la cui matrice di transizione
sia P.

4.2.1 La relazione di Chapman-Kolmogoro v

Consideriamouna catena di Markov omogenea,avente un insieme�nito di stati; ad essa�e associata una
matrice di transizione, che racchiude tutte le informazioni sulla evoluzione del sistema.

Poniamo p(m )
ij la probabilit�a di transizione dallo stato x i allo stato x j in m passi; notiamo che se

m = 1, p(1)
ij = pij ; inoltre, la probabilit�a che ci�o avvengain due transizioni �e data da

p(2)
ij =

rX

k=1

pij pk j : (4.2)

`
`
`
`
...

`
`x r

x 1 `

`
x i

x j

Qs
�3�
��

JĴ


 
�

-

Infatti l'evento che stiamo considerando�e del tip o x i ! xk ! x j , dove k
pu�o assumereun qualunque valore tra 1 e r . Fissato k, per il principio della
probabilit�a composta, pik pk j �e la probabilit�a della transizione attra versoil par-
ticolare stato intermedio k. Poich�e questo pu�o esserequalunque, e al variare
di k gli eventi sono mutualmente esclusivi, baster�a applicare il principio delle
probabilit�a totali per ottenere la (4.2).

La matrice P (2) il cui termine generico�e p(2)
ij si ottiene comeprodotto di P con sestessa:

P (2) =
�

p(2)
ij

�
= P � P = P 2:

L'osservazione�e facilmente generalizzabile:sesi suppone nota la matrice P (2) , il calcolo della proba-
bilit�a che il sistemapassidallo stato x i allo stato x j in tre transizioni si e�ettua applicando il ragionamento
gi�a indicato, e si arriva a scrivere

p(3)
ij =

rX

k=1

p(2)
ik pk j
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e quindi la matrice P (3) i cui elementi sonop(3)
ij si ottiene comeprodotto tra il quadrato di P e P, cio�e

P (3) = P 2 � P = P 3:

In generalesi ha

p(n )
ij =

rX

k=1

p(n � 1)
ik pk j ; P (n ) =

�
p(n )

ij

�
= P (n � 1) � P = P n � 1 � P = P n

e

p(n + m )
ij =

rX

k=1

p(n )
ik p(m )

k j : (4.3)

L'ultima relazioneprende il nomedi equazionedi Chapman - Kolmogorov ed �e caratteristica dei processi
di Markov.

4.2.2 Determinazione dello stato del sistema

Consideriamouna catena di Markov a valori in E = f x1; : : : ; xr g; poich�e le variabili aleatorie assumono
valori in E , la leggedi X n �e individuata dai numeri � 1; � 2; : : : dove, per k = 1; : : : ; r :

� k = � k (n) = P(X n = xk ):

Posto � (n) = (� 1(n); : : : ; � r (n)), � (n) �e un vettore riga di dimensioner . Supponiamo che X 0 abbia legge
� (0); calcoliamo la leggedi X n :

� k (n) =
rX

j =1

P(X n = xk j X 0 = x j )P(X 0 = x j ) =
rX

j =1

p(n )
j k � j (0)

cio�e i vettori � (0) e � (n) sonolegati dalla relazione

� (n) = � (0)P n :

Un casoparticolare di distribuzione iniziale si ha quando X 0 assumeil valore x j con probabilit�a 1.
In tal casodiremo che la catena di Markov parte dallo stato x j e la distribuzione di � (n) coincide con la
riga j -esimadi P n .

4.2.3 Classi�cazione degli stati in una catena di Mark ov

Abbiamo stabilito, al termine del paragrafo4.2.1,cheper determinare la variabile casualeda associarealla
n-esima osservazionebasta calcolare la potenza n-esima della matrice di transizione. Ci si pu�o chiedere
ora quale sia il comportamento delle successive variabili casuali quando il numero di transizioni tende a
in�nito. La risoluzione di questo problema conducea classi�care gli stati del sistema in stati transitori
e stati �nali . Ci limiteremo a considerareil casodi catene di Markov omogeneecon insieme degli stati
�nito.

Il criterio che conducea tale classi�cazione nascedalla seguente osservazione. Lo spazio degli stati
pu�o suddividersi (ma non necessariamente) in due sottoinsiemi C1 e C2, nel primo dei quali compaiono
elementi che comunicano tra loro1 ma per cui �e nulla la probabilit�a di transizione verso gli elementi

1diremo che x i comunica con x j se esiste n � 1 per cui p( n )
ij > 0. In altre parole, esiste una successionedi stati y1 ; : : : ; yn

tra loro distin ti, per cui la probabilit� a della traiettoria x i ! y1 ! � � � ! yn ! x j �e non nulla
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del secondo. Nel caso in cui tutti gli stati del sistema comunichino tra loro, diremo che la matrice di
transizione �e irriducibile .

Se invecetale suddivisione �e realizzabile, parleremo di matrice di transizione scindibile. Sar�a allora
possibile,previo un riordino opportuno degli stati, scrivere la matrice nella forma

C1 C2

C1

C2

�
P 0
R Q

�

0 sta ad indicare una matrice nulla (m � n) dove m �e il numero degli stati in C1 ed n quello degli stati in
C2. Gli elementi della classeC1 sono stati �nali del sistema, in quanto che quando il sistema raggiunge
la classeC1 non potr�a in seguito occuparestati dell'altra classe.

L'insieme C2 pu�o a sua volta esserescindibile in due sottoinsiemi di stati, C0
2 e C00

2 , tali che da un
qualunque stato del primo �e impossibilepassaread uno stato del secondo(e agli stati di C1). Un nuovo
ordinamento degli stati conducea scrivere la matrice di transizione nella forma

C1 C0
2 C00

2
C1

C0
2

C00
2

0

@
P 0 0
0 P 0 0
R0 R00 Q0

1

A

Procedendoin modo analogo �e possibile porre in evidenza un insieme di \gruppi �nali"; gli stati che
appartengono ad una classe�nale sono detti ricorrenti, mentre gli elementi che non appartengono a
nessunadi tali classi verranno detti stati transitori perch�e per essi�e maggiore di zero la probabilit�a di
passareda uno di questi stati ad uno stato �nale, e nulla la probabilit�a di tornare.

Diremo inoltre che un elemento �e assorbente se forma da solo una classe�nale.

4.3 Distribuzioni limite

Si consideri una catenadi Markov omogeneasu uno spaziodegli stati �nito. Siamo interessati a stabilire
il comportamento asintotico della successionedelle variabili casuali che de�niscono la catena; questo ci
conducea studiare il problema dell'esistenzadi probabilit�a invarianti o stazionarie per la catena.

Diremo che una distribuzione di probabilit�a su E

� = (� 1; : : : ; � M )

�e invariante per la matrice P (e anche per la catena di Markov a P associata) se

� P = � :

Se la leggedello stato iniziale �e una misura invariante � , allora tutti gli stati seguenti hanno la stessa
legge.

Teorema 4.1 (T eorema di Mark ov-Kakutani) Una matrice di transizione su uno spazio �nito di
stati ha sempre almeno una probabilit�a invariante.

Osserviamoche la probabilit�a invariante non �e necessariamente unica. Anzi, se � 0 e � 1 sono due
probabilit�a invarianti, allora per ogni � 2 (0; 1), la legge� � = �� 1 + (1 � � )� 0 �e invariante per P. Vale
tutta via il seguente risultato:

seuna catena �e irriducibile, allora possiedeal pi�u una probabilit�a invariante:
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4.3.1 Catene di Mark ov regolari

Abbiamo detto che sela distribuzione � dello stato iniziale X 0 di una catena di Markov �e invariante per
la matrice di transizione, allora la distribuzione di tutte le variabili X n coincide con � . Ci possiamoora
chiederecosasuccedeseconsideriamol'evoluzione di un sistemaa partire da una genericadistribuzione
iniziale. In questocaso,comenoto, si ottiene

� (n ) = � (0) P (n ) = � (0) Pn ;

dove P n �e la potenza n-esima della matrice P. Rimane quindi individuato il problema della determi-
nazione di un limite per P n quando n cresceoltre ogni limite. Non daremo una risposta completa al
problema, ma ci limiteremo ad enunciare il teorema di Markov, che risponde al problema nel caso di
matrici regolari.

Diremo regolare una matrice di transizione che veri�ca:

per un qualche valore di n gli elementi della matrice P n hanno tutti i valori (strettamente) positivi.

Osserviamosubito che se per un qualche n la matrice P n ammette tutti gli elementi > 0, allora ci�o �e
vero anche per tutte le potenzeseguenti. Infatti

p(n +1)
ij =

rX

k=1

pik p(n )
k j (4.4)

e, per ipotesi, almeno un addendo�e maggioredi zero; quindi, tutti gli elementi p(n +1)
ij sonopositivi.

Teorema 4.2 (T eorema di Mark ov) Se la matrice P �e regolare, allora

lim
n !1

p(n )
ij = pj ;

ossia i limiti delle probabilit�a pij (n) esistonoe sono indipendenti dall'indic e i . La distribuzione di prob-
abilit�a � = (p1; : : : ; pr ) �e l'unica distribuzione invariante per la catena.

Conseguenzadel teorema �e la seguente proposizione: nelle ipotesi enunciate, la distribuzione del si-
stema, dopo un numero elevato di transizioni, tende a coincidere con la distribuzione stazionaria. In
particolare, questa convergenza�e veri�cata per ogni distribuzione iniziale, cio�e, la distribuzione del si-
stema,dopo un numero elevato di transizioni, tende a essereindipendente dalla distribuzione iniziale. Un
sistemain cui sia rilevabile questa indipendenzasi dice ergodico.

Nello studio delle propriet�a di una catena di Markov, �e utile considerareil seguente criterio:

setutti gli stati comunicano tra loro ed inoltre esistej tale che pj j > 0,
allora la catena �e regolare.

(4.5)

La costruzioneprecedente mostra che una catenaregolareammette una distribuzione limite, ed inoltre
questa �e unica. Vogliamo indicare qui un procedimento di calcolo per tale distribuzione.

Poich�ep(n )
ij =

rX

k=1

p(n � 1)
ik pk j e poich�eper ipotesi lim

n !1
p(n )

ij = pj , lim
n !1

p(n � 1)
ik = pk , si ha, per n tendente

a in�nito:

pj =
rX

k=1

pk pk j ; j = 1; 2; : : : ; r (4.6)
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Il sistema(4.6), associato alla condizioneovvia

rX

j =1

pj = 1;

permette di determinare la distribuzione limite.

4.3.2 Catene perio diche

Per ogni punto x 2 E, costruiamo l'insieme

D x = f n : p(n )
x;x > 0g

insiemedei tempi n in cui �e positiva la probabilit�a di tornare in x sapendodi partire dallo stato x stesso.
D x �e un insiemedi numeri, di cui possocalcolare il massimocomun denominatore MCD, che indico con
dx (ricordiamo che il MCD dx �e il pi�u grande intero che divide n per ogni n 2 D x ).

Lemma 4.3 Se P �e una matrice irriducibile, allora dx = d �e costante per ogni x 2 E.

Per una catena irriducibile, il valore d �e detto il periodo della catena, e una catena irriducibile con
periodo d = 1 �e detta a-periodica.

Si dimostra che una catenairriducibile a-periodica �e regolare,quindi ergodica; una catenaperiodica di
periodo d � 2 non �e regolaren�e ergodica (quindi, la distribuzione limite lim

n !1
� (n ) = lim

n !1
� (0) Pn dipende

dalla distribuzione iniziale � (0) .

4.4 Catene a stati numerabili

Per ogni stato x 2 E, poniamo T x = minf n j X n = x; X 0 = xg il tempo di primo ritorno in x per una
catena che parte da x. Diremo che uno stato �e transitorio se

� x = P(T x < + 1g =
X

n � 1

p(n )
x;x < 1;

e ricorrente se � x = 1.
Osserviamoche se x �e ricorrente allora

P

n � 1
P(T x = n) = 1, quindi T x �e una v.a. (in sensoclassico)

mentre sex �e transitorio, T x �e una v.a. in sensoesteso,cio�e ammettiamo che T x possaassumerevalore
+ 1 con probabilit�a positiva.

Se x �e transitorio, necessariamente E[T x ] = + 1 ; se x �e ricorrente, allora T x �e una v.a., di cui
possiamocalcolarela media. Serisulta E[T x ] < + 1 , allora diremo che x �e ricorrente positivo, mentre se
E[T x ] = + 1 ,diremo che x �e ricorrente nullo.

Da questa de�nizione segueche se x �e ricorrente e x ! y, allora anche y �e ricorrente; allora, una
catena irriducibile ha tutti gli stati che sonoricorrenti oppure transitori, ed una catena �nita ha sempre
almeno uno stato ricorrente.

Possiamoanche calcolare il numero di volte che una catena raggiunge lo stato x; per semplicit�a,
supporremo che lo stessox sia lo stato iniziale (parleremo quindi di ritorni); poniamo N x il numero di
ritorni a partire dallo stato x. Sex �e ricorrente, allora

P(Nx = m) = 0 8 m 2 N;
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cio�e P(Nx = + 1 ) = 1; se invecex �e transitorio,

P(Nx = m) = � m
x (1 � � x ) 8 m 2 N;

e quindi P(Nx < 1 ) = 1 e inoltre E[Nx ] = � x
1� � x

.
Si ha inoltre il seguente criterio per determinare se uno stato �e ricorrente oppure transitorio, che

generalizzala de�nizione: dato una coppia di stati x; y 2 E, se la serie
P

n � 1
p(n )

y ;x �e convergente allora lo

stato x �e transitorio, se la serie�e divergente allora lo stato x �e ricorrente.

Terminiamo con la seguente distinzione tra gli stati ricorrenti per le catene a stati numerabili. In-
dichiamo con mx = E[T x ] il tempo medio di ritorno in x. Se lo stato �e transitorio, abbiamo visto che
E[T x ] = 1 ; se lo stato �e ricorrente, la media pu�o esistere�nita oppure esserein�nita. Diremo che lo
stato �e ricorrente positivo seE[T x ] < 1 , altrimenti diremo che lo stato �e ricorrente nullo.

Vale la seguente caratterizzazione: per una catena irriducibile a stati ricorrenti, o tutti gli stati sono
ricorrenti positivi, oppure sonoricorrenti nulli.

Il seguente teorema �e molto importante (e vale anche nel casodi una catena �nita). Con le stesse
notazioni della sezioneprecedente, poniamo N n

x il numero di ritorni a partire dallo stato x e�ettuati entro
il passon-esimo.

Teorema 4.4 Per una catena irriducibile si ha

lim
n !1

1
n

N n
x =

1
mx

;

Inoltr e, se mx < 1 e poniamo � x = 1
m x

, allora � = (� 1; � 2; : : : ) �e l'unica distribuzione invariante della
catena. Viceversa,se mx = + 1 per un qualchex 2 E, allora non esistealcuna distribuzione invariante.

4.5 Passeggiate casuali con barriere

Consideriamoun sistema di prove rip etute, che possiamomodellare tramite una successionedi variabili
aleatorie discrete f X n g indipendenti ed equidistribuite. Consideriamola successionedi variabili aleatorie

Sn = x + X 1 + � � � + X n ; n � 1;

dove x 2 R e scriveremoS0 = x per indicare la condizione iniziale del sistema. �E facile convincersi che
f Sn g �e una catena di Markov (dato lo stato attuale del sistemaSn , la posizioneal tempo n + 1 dipende
solo dalla distribuzione di X n +1 e non da quella delle variabili ai tempi precedenti).

Nel casodi una evoluzione non banale, in cui cio�e P(X 1 = 0) < 1, allora lo spazio degli stati E del
sistema�e in�nitamen te numerabile. Per evitare questoproblema, �ssiamo duevalori a < b, cona � x � b,
per cui il sistema,giunto in a (oppure in b), evolve in maniera banale (rimane costante in a, oppure in b,
rispettivamente). In tal modo, possiamoscrivere

E = f a; a + 1; : : : ; b� 1; bg

e la matrice di transizione associata al sistema�e una matrice quadrata P.

Esempio: passeggiata casuale semplice

Consideriamoil casoin cui X ha distribuzione

X =

8
<

:

� 1; q
0; r
1; p:
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ossiaad ogni passoil sistemapu�o saliredi una unit�a, rimanerecostante, scenderedi una unit�a. L'evoluzione
non �e banale ser < 1, comeda ora in poi richiederemo. Sead esempiole X fosserole variabili del lancio
di una moneta equilibrata, sarebbe p = q = 1

2 , r = 0.
Siano a < b le barriere scelte,a � x � b; la matrice di transizione del sistemaha la forma

P =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 : : : 0 0 0 0
q r p 0 : : : 0 0 0 0
0 q r p : : : 0 0 0 0
0 0 : : : : : : : : : : : : : : : 0 0
0 0 0 0 : : : q r p 0
0 0 0 0 : : : 0 q r p
0 0 0 0 : : : 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

L'analisi della matrice conducea riconoscerein a e b due stati assorbenti: per ognuno di essi�e positiva
la probabilit�a di ingresso,e nulla la probabilit�a di uscita dallo stato (essicomunicano solo con sestessi).
Tutti gli altri stati si classi�cano comestati transitori.

Ritorniamo al casogenerale.Per una passeggiatacasualeconbarriere, �edi primaria importanza capire
se le barriere sono e�ettiv amente raggiunte in un tempo �nito. Indichiamo con T la variabile aleatoria
de�nita da

T = inf f n � 1 : Sn � a oppure Sn = bg:

T �e il primo istante in cui la catena di Markov Sn tocca una barriera; il valore ST deve esserepertanto
uguale ada oppure b. �E possibile dimostrare che per un sistema non banale (ossia, rip etiamo, con
P(X = 0) < 1) T �e �nita.

A questopunto, possiamorisponderealle principali domandedi una passeggiatacasualecon barriere:

� se la condizioneiniziale �e x, qual �e la probabilit�a di raggiungereb prima di a?

� qual �e il tempo medio E(T) necessarioper raggiungereuna delle barriere?

4.5.1 Iden tit �a di Wald

Sefossimodi fronte ad una passeggiatacasualesenzabarriere, potremo calcolarela posizionemediaE(Sn ),
per n � 1, utilizzando la linearit�a della funzione media e l'equidistribuzione delle variabili aleatorie X i :

E(Sn ) = x + nE(X ):

La prima identit�a di Wald calcola il valore medio ST di una passeggiatacasualecon barriere al tempo di
arrivo su una barrier a:

E(ST ) = x + E(T)E(X ):

Quanto vale, per una passeggiatacasualesenzabarriere, la varianza di Sn ? Sfruttando l'indip endenza
supposta delle variabili X i , si ha

Var(Sn ) = nVar(X ):

Nel casodi v.a. con media � = 0 e varianza � 2 �nita, la seconda identit�a di Wald calcola la varianza
Var(ST ) di una passeggiatacasualecon barriere al tempo di arrivo su una barrier a:

Var(ST ) = E(T)Var(X ):
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Passeggiata casuale semplice simmetrica

Diremo che la passeggiatacasuale�e simmetrica sep = q: si ha allora

E(X ) = 0; Var(X ) = p + q = 1 � r:

Nel casodi una passeggiatacasualesimmetrica, le identit�a di Wald consentono di risponderealle domande
poste in precedenza.

Iniziamo dalla relazioneP(ST = a) + P(ST = b) = 1; si ha

E(ST ) = a � P(ST = a) + bP(ST = b)

= a + (b� a)P(ST = b):

Dalla prima identit�a di Wald si ottiene

x = E(ST ) = a + (b� a)P(ST = b)

ossiaP(ST = b) =
(x � a)
(b� a)

ed anche P(ST = a) =
(b� x)
(b� a)

.

Passiamoora a calcolareil tempo medio E(T). Per questo, �e necessarioutilizzare la secondaidentit�a
di Wald. Iniziamo con il calcolareE(S2

T ) = a2 + (b2 � a2)P(ST = b), da cui

Var(ST ) = E(S2
T ) � (E(ST ))2 = a2 + (b2 � a2)

(x � a)
(b� a)

� x2;

questa espressionesi sempli�ca e si ottiene Var(ST ) = (b� x)(x � a). Dalla secondaidentit�a di Wald si
ha anche

Var(ST ) = E(T)Var(X );

quindi

E(T) =
1

(b� x)(x � a)
(1 � r ):

Passeggiata casuale non simmetrica

Consideriamoora il casop 6= q. Non abbiamo a disposizionela secondadiseguaglianzadi Wald; possiamo
per�o a�ron tare il problema direttamente. Per sempli�care i conti, supporremo a = 0.

Indichiamo con f (x) = P(ST = b j S0 = x): un attimo di ri
essione ci porta alla seguente relazione:

f (x) = pf (x + 1) + qf (x � 1) + r f (x);

che �e una equazionealle di�erenze, con dati al bordo f (0) = 0, f (b) = 1. La soluzione �e data dalla
formula

f (x) = P(ST = b j S0 = x) =
1 � (q=p)x

1 � (q=p)b :

Possiamoallora calcolare il valor medio di Sx
T :

E[Sx
T ] = bf (x);

e in�ne dalla prima identit�a di Wald si ottiene che il numero medio di giocate per terminare la partita �e

E[T ] =
1

p � q
(bf (x) � x):
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Catene con un solo stato assorbente

Consideriamo il seguente esempio. Lancio rip etutamente una moneta, e voglio studiare l'uscita della
sequenzaCCTT. Scegliamocome spazio degli stati E = f x0 = T; x1 = C; x2 = CC; x3 = CCT; x4 =
CCTTg, supponendoche lo stato x4 sia assorbente. Voglio determinare la velocit�a di ingressonello stato
assorbente. A tal �ne, risponder�o alla domanda: qual �e la probabilit�a di giungere in x4 entro il tempo
K ? Sia p la probabilit�a di uscita di testa; possoallora scrivere la matrice di transizione

0

B
B
B
B
@

p q
p q

q p
q p

1

1

C
C
C
C
A

(gli altri elementi sono0).
Indichiamo con � i il primo tempo in cui si raggiungelo stato assorbente a partire dallo stato i , e sia

gi (n) = P(� i = n) la sua distribuzione. Si ottiene

gi (n) =
X

px i ;y 1 py1 ;y 2 : : : pyn � 1 ;x 4

dove sommosu tutte le traiettorie x i ! y1 ! y2 ! � � � ! yn � 1 ! x4 in cui yi 6= x4, ed anche

gi (n) =
3X

j =0

px i ;x j gj (n � 1):

Siamo interessati alla probabilit�a di raggiungerex4 nei primi (� ) K tentativi; posto � i (n) =
nP

t =1
gi (t) =

P(� i � n), sommandonella formula precedente si ottiene la relazione

� i (n + 1) = pi;x 4 +
3X

j =0

px i ;x j � j (n):

Le seguenti righe sonostate ottenute con OpenO�ce

A B C D E
1 tempo/probabilit� a � 0 � 1 � 2 � 3

2 1 0 0 0 p
3 2 = p � B 2 + q � C2 = p � B 2 + q � D 2 = q � D 2 + p � E 2 = p + q � C2

12 0.533 0.615 0.766 0.808
21 0.797 0.833 0.899 0.917
51 0.987 0.990 0.994 0.995

dove gli ultimi valori sonostati calcolati con p = q = 1
2 .

Passeggiata casuale a stati numerabili

Consideriamoil seguente processo(nascita e morte): sead un tempo n ho x individui, al passon + 1 ne
avr�o x � 1, x oppure x + 1 con probabilit�a, rispettivamente, q, r , p, dove p > 0, q > 0, p + q + r = 1,
ma seal tempo n ho 0 individui, allora ho una probabilit�a p0 > 0 di passarein 1 (immigrazione). Allora
la catena �e irriducibile (tutti gli stati comunicano), quindi tutti gli stati sono o ricorrenti o transitori;
vogliamo vederequale alternativ a prevale.
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Indichiamo con � i
0 la probabilit�a di arrivare in 0 a partire dallo stato i : vale la formula

� 0 = p0;0 + p0;1� 1
0;

quindi 0 �e ricorrente se e solo se � 1
0 = 1, ossiase e solo se P(� 1

0 < + 1 ) = 1. Consideriamo uno stato
M 2 E: allora

P(� 1
0 < 1 ) � P(� 1

0 < � 1
M )

(a sx, ho tutte le traiettorie che arrivano in 0, a dx, tutte le traiettorie che arrivano in 0 senzatoccare
il livello M ). Il lato destro, d'altra parte, �e la probabilit�a di bancarotta in un gioco con barriere 0 e M ,
partendo dal livello 1, quindi �e pari a

P(� 1
0 < � 1

M ) = 1 � f (1) = 1 �
1 � (q=p)

1 � (q=p)M =
(q=p) � (q=p)M

1 � (q=p)M

sep 6= q, e P(� 1
0 < � 1

M ) = M � x
M sep = q. Studiamo il limite per M ! 1 di questerelazioni: se(q=p) < 1

allora

lim
M !1

(q=p) � (q=p)M

1 � (q=p)M =
q
p

< 1;

se(q=p) � 1 allora
lim

M !1
P(� 1

0 < � 1
M ) = 1:

Quindi, se q=p � 1 si ottiene che P(� 1
0 < 1 ) = 1 e quindi tutti gli stati sono ricorrenti, se q=p < 1

allora tutti gli stati sono transitori. In questo caso,in particolare, �ssato comunque un insieme di stati
f 0; 1; 2; : : : ; N g, dopo un tempo �nito la catena di Markov lascer�a questo insieme per non tornarci pi�u,
quindi lim n !1 X n = + 1 .

In questoesempio,possiamoanche calcolarela distribuzione invariante (quando esiste). Iniziamo con
il �ssare q � p, altrimenti la catena �e transitoria e non pu�o esisterela misura invariante. Indichiamo con
� = (� 0; � 1; : : : ) la distribuzione invariante. Allora vale

8
>>>>>><

>>>>>>:

� 0 = � 0r0 + � 1q;

� 1 = � 0p0 + � 1r + � 2q;
� 2 = � 1p + � 2r + � 3q;

: : :

� n = � n � 1p + � n r + � n +1 q

che possoanche scrivere (r = 1 � p � q, r 0 = 1 � p0)
(

� 0p0 = � 1q; � 1q � � 0p0 = � 2q � � 1p; : : :

� n q � � n � 1p = � n +1 q � � n r

e quindi, per ricorrenza, (
� 1 = � 0

p0
q ; � 2 = � 1

p
q = � 0

p0 p
q2 ; : : :

� n +1 = � 0
p0 pn

qn +1 :

Rimane da determinare � 0; dalla relazione
P

n � n = 1 si ottiene

1 = � 0 + � 0
p0

q

1X

n =0

(p=q)n
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e quindi, sep < q, si ottiene

� 0 =
q � p

q � p + p0
; � n +1 =

q � p
q � p + p0

p0pn

qn +1 :

Concludiamo osservando che nel casop = q tutti gli stati sonoricorrenti nulli e non esistedistribuzione
invariante.

4.6 Esercizi conclusivi

Gra�

Consideriamoun genericografo G, e sia E = f x1; : : : ; xr g l'insieme dei suoi vertici.

b

b b

b

b

x 1

x 2 x 3

x 4

x 5

�
���

H H H H HHjHHHHHHY

�
��	

-�
A
A
A
A
AAUA

A
A

A
AAK 6

?

@
@@R

�
��	�

���

Sia n i il numero di vertici che si possonorag-
giungereda x i ; de�niamo la catenadi Markov
associata al grafo G attra verso la matrice di
transizione

(
pij = 1

n i
sex j �e raggiungibile da x i ;

pij = 0 altrimenti.

Nel casodella �gura precedente, si ha

P =

0

B
B
B
B
@

0 1=2 0 0 1=2
1=3 0 1=3 0 1=3
0 1=3 0 1=3 1=3
0 0 0 0 1

1=4 1=4 1=4 1=4 0

1

C
C
C
C
A

Per determinare sela matrice �e regolare,conviene osservare che il primo esponente per cui p(n )
14 > 0 �e

n = 3; ma si veri�ca facilmente che p(3)
ij > 0 per ogni coppia di indici i; j = 1; : : : ; 5, quindi la matrice �e

regolaree ammette una unica probabilit�a invariante.

Consideriamo ancora il grafo nella �gura
precedente, a cui aggiungiamoora una freccia
che collegax4 ! x3. Allora tutti i vertici sono
collegati da una doppia freccia \ $ "; in questo
caso,esisteuna unica misura invariante che �e
anche reversibile, ed �e determinata da

� = (� 1; : : : ; � r ); � j =
nj

n1 + � � � + nr
:

Scriviamo la nuova matrice di transizione

P1 =

0

B
B
B
B
@

0 1=2 0 0 1=2
1=3 0 1=3 0 1=3
0 1=3 0 1=3 1=3
0 0 1=2 0 1=2

1=4 1=4 1=4 1=4 0

1

C
C
C
C
A

Ancora con riferimento al grafo nella �gura
precedente, supponiamo di eliminare ora la
freccia x4 ! x3 e di sostituirla con x4 ! x4.
Allora lo stato x4 �e uno stato assorbente e
forma l'unica classe�nale del sistema; i rima-
nenti stati (x1, x2, x3 e x5) sonotransitori.

Scriviamo la nuova matrice di transizione

P2 =

0

B
B
B
B
@

0 1=2 0 0 1=2
1=3 0 1=3 0 1=3
0 1=3 0 1=3 1=3
0 0 0 1 0

1=4 1=4 1=4 1=4 0

1

C
C
C
C
A
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Esercizio

Consideriamoil seguente sistema: sia E = f a; b;c;dg lo spaziodegli stati e sia P la matrice di transizione

P =

0

B
B
@

0 1=2 1=2 0
1=2 0 1=2 0
1=4 1=4 0 1=2
0 0 1=2 1=2

1

C
C
A :

Sia � (0) =
�
0 0 0 1

�
lo stato iniziale del sistema.

(a) Il sistema�e irriducibile?

(b) Il sistema�e ergodico (la matrice P �e regolare)?

(c) Determinare la distribuzione invariante del sistema.

Soluzione.

Osserviamoche tutti gli stati del sistemacomunicano: ad esempio,la traiettoria a ! b ! c ! d ! c ! a
ha probabilit�a 1

64 . Quindi tutti gli stati appartengonoalla stessaclasse,ossiail sistema�e irriducibile.
Osserviamoinoltre che p4;4 > 0 quindi per il criterio enunciato in precedenzail sistema�e regolare.
Vogliamo in�ne determinare la distribuzione invariante; a tal �ne, �e necessariorisolvere il sistema

8
>>>>>><

>>>>>>:

1
2 � 2 + 1

4 � 3 = � 1
1
2 � 1 + 1

4 � 3 = � 2
1
2 � 1 + 1

2 � 2 + 1
2 � 4 = � 3

1
2 � 3 + 1

2 � 4 = � 4

� 1 + � 2 + � 3 + � 4 = 1

che ha soluzione� =
�
1=6 1=6 1=3 1=3

�
.

Il sistema�e ergodico, quindi anche partendo dallo stato � (0) si ottiene lim n !1 � (n) = � . Si confronti
con

� (10) = � (0)P 10 =
�

341
2048

341
2048

341
1024

342
1024

�

le cui componenti si discostanoda quelle di � per un fattore 10� 4.
4

Esercizio.

Consideriamoil seguente sistema: sia E = f a; b;c;dg lo spaziodegli stati e sia P la matrice di transizione

P =

0

B
B
@

0 p 0 q
p 0 q 0
0 p 0 q
p 0 q 0

1

C
C
A :

Sia � (0) =
�
0 0 0 1

�
lo stato iniziale del sistema.

(a) Descrivere il sistema.

(b) Determinare la distribuzione invariante del sistema.

(c) Determinare la distribuzione � (10) del sistemaa partire dallo stato � (0).
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Soluzione.

Osserviamoche tutti gli stati del sistemacomunicano: ad esempio,la traiettoria a ! b ! c ! d ! a ha
probabilit�a 1

64 . Quindi tutti gli stati appartengonoalla stessaclasse,ossiail sistema�e irriducibile.
Il sistema�e periodico di periodo 2. Basta infatti osservare che a partire dallo stato 1. le possibilit�a di

ritorno in 1 sono

p(2n )
1;1 = q; p(2n +1)

1;1 = 0:

Vogliamo determinare la distribuzione invariante; a tal �ne, �e necessariorisolvere il sistema

8
>>>>>><

>>>>>>:

q� 2 + q� 4 = � 1

q� 1 + q� 3 = � 2

p� 2 + p� 4 = � 3

p� 1 + p� 3 = � 4

� 1 + � 2 + � 3 + � 4 = 1

che ha soluzione� =
� q

2
q
2

p
2

p
2

�
.

Il sistemanon �e ergodico, tutta via partendo dallo stato � (0) si ottiene � (2n) =
�
0 p 0 p

�
mentre

� (2n + 1) =
�
p 0 p 0

�
.

4

Esercizio.

Consideriamo due amici che giocano al rossoe nero su una roulette. Sia A = 5$ il capitale del primo
giocatore e B = 10$ il capitale del secondo;seescerosso,il primo giocatore riceve 1$ dal secondo,seesce
nero paga 1$, seescezero (verde) si rip ete la scommessa.

Calcolare la probabilit�a che il giocatore con capitale minore vinca e il tempo atteso di gioco.

Soluzione.

Indichiamo con Sx
n il capitale del primo giocatore: si tratta di una passeggiatacasualesimmetrica (p =

q = 18
37 , r = 1

37 ) con barriere a = 0 (il primo giocatore perde tutto) e b = 15 (il primo giocatore vince).
Dalla prima identit�a di Wald si ottiene E[Sx

T ] = x, ma �e anche

x = E[Sx
T ] = aP(Sx

T = a) + bP(Sx
T = b) =) P(Sx

T = b) =
x � a
b� a

=
1
3

:

Dalla secondaidentit�a di Wald si ottiene in�ne E[T ] =
Var[Sx

T ]
Var[X ]

=
37
36

50 ' 51; 4.

4

Esercizio.

Modi�c hiamo l'esempio precedente: per aiutare il pi�u povero, gli aumentiamo le probabilit�a di vittoria.
Avevamo A = 5$ il capitale del primo giocatore e B = 10$ il capitale del secondo;se escerossoo zero,
il primo giocatore riceve 1$ dal secondo,seescenero paga 1$. Vogliamo ancora calcolare la probabilit�a
che il giocatore con capitale minore vinca e il tempo atteso di gioco.
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Soluzione.

Indichiamo con Sx
n il capitale del primo giocatore: si tratta di una passeggiatacasualenon-simmetrica

(p = 18
37 , q = 17

37 ) con barriere a = 0 (il primo giocatore perde tutto) e b = 15 (il primo giocatore vince),
e capitale iniziale x = 5.

Utilizziamo la formula per calcolarela probabilit�a di vittoria

P(ST = b j S0 = x) =
1 � (17=18)5

1 � (17=18)15 ' 0; 43

quindi in media il capitale �nale del primo giocatore �e E[ST ] ' 6; 5 > 5 (in media, il primo giocatore vince
1; 5$ a partita). Dalla prima identit�a di Wald si ottiene la durata media di una partita: E[T ] ' 54; 6.

4



Chapter 5

Pro cesso di Poisson

In questocapitolo vogliamo considerarefenomeniche possonoessererappresentati comedistribuzione di
punti nello spazio,oppure di eventi nel tempo. Tra gli esempitipici di tali fenomenivi sono,ad esempio,

1. l'arriv o delle chiamate telefoniche in un centralino;

2. le richieste di servizio in un sistemadi calcolo distribuito (ad esempio,l'accessoal disco);

3. la distribuzione delle colonie di batteri in una provetta di laboratorio; ecc.

Faremosempreriferimento alla semiretta f t � 0g comeassedei tempi. In questocaso,la realizzazionedel
fenomeno�e costituita da un insiemedi punti, al pi�u in�nitamen te numerabile, t1; t2; : : : , dell'assereale.

5.1 Pro cessi di conteggio

Un processoN (t), t � 0, �e detto essereun processodi conteggio se \conta" il numero totale di eventi
accaduti �no al tempo t. Si tratta di una speciale classedi processistocastici, a tempo continuo e stati
(possibili valori) discreti. Il numero di personeche sono entrate in un negozio, a partire dall'apertura
e �no al tempo t, �e un processodi conteggio, ma non lo �e il numero di personepresenti nel negozioal
tempo t. Per de�nizione, un processodi conteggio veri�ca:

[i] N (t) � 0;

[ii] N (t) assumevalori interi;

[iii] ses � t allora N (s) � N (t);

[iv] se s < t allora N (t) � N (s) conta il numero di eventi
accaduti in (s; t].

� � � � � �
� � � � � �

b bk � 1

b b

s

N (s)

- t

k no eventi
1 ev.

2 ev.

k

b bk + 1

b bk + 2

De�nizione 5.1 Un processodi conteggio ammette incrementi indipendenti se per ogni t � 0, h > 0, le
v.a. N (t + h) � N (t) e N (t) sono tra loro indipendenti.

Un processodi conteggio ammette incrementi stazionari seper ogni h > 0 �ssato e per ogni t; s � 0 le
v.a. N (t + h) � N (t) e N (s + h) � N (s) hanno la stessadistribuzione.

I processidi conteggio sono caratterizzati dalla successionedei tempi di arrivo dei vari eventi. In
generale, per un processodi conteggio ad incrementi indipendenti e stazionari si veri�ca che i tempi
di attesa tra due eventi consecutivi sono indipendenti ed equidistribuiti, con distribuzione arbitraria.
Parleremo in tal caso di processi di rinnovo (come vedremo, un processodi Poisson �e un processodi
rinnovo, dove la distribuzione dei tempi di attesa �e di tip o esponenziale).

59
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5.2 Pro cesso di Poisson

Un comune e sempliceesempiodi processidi conteggio �e fornita dai processidi Poisson. La loro impor-
tanza �e dovuta al gran numero di fenomeni �sici che possonoesseredescritti (almeno in prima approssi-
mazione) da un tale processo.

De�nizione 5.2 Il processoN (t), t � 0, �e detto essere un processodi Poissoncon intensit�a (tasso, rate)
� se

[i] N (0) = 0;

[ii] il processoha incrementi indipendenti;

[iii] per ogni t � 0, per ogni h > 0, la v.a. N (t + h) � N (t) ha distribuzione di Poisson di parametro �h .

Osserviamoche, conseguenzadella propriet�a [iii], la media di N (t) �e pari a �t e che il processoha
incrementi stazionari. L'in tensit�a � ha le dimensioni dell'inverso del tempo, e rappresenta il numero di
arrivi per unit�a di tempo.

Osserviamoche, per veri�care che un processostocastico�e di Poisson,dovremo veri�care le condizioni
precedenti, e se le condizioni [i] e [ii] si possonodeterminare dalla conoscenzadel processo,meno chiaro
risulta comeveri�care la condizione [iii] Daremo ora una de�nizione equivalente di processodi Poisson,
che potr�a essereutile negli esempi.

De�nizione 5.3 Il processoN (t), t � 0, �e detto essere un processodi Poissoncon intensit�a � se

[a] N (0) = 0;

[b] il processoha incrementi indipendenti e stazionari;

[c] per h piccolo, P(N (h) = 1) = �h + o(h);(( 1))

[d] per h piccolo, P(N (h) � 2) = o(h).

Teorema 5.1 Le due de�nizioni di processodi Poisson sono equivalenti.

Il fatto che la secondade�nizione ci dia un processodi Poisson �e una conseguenzadel teorema di
approssimazionedi Poissondi una binomiale. Per vederlo, pensiamodi suddividere l'in tervallo [0; t] in
1=h intervalli di ampiezzath piccola. Per la propriet�a [d], la probabilit�a di averedue eventi in un singolo
intervallo (t k

h ; t k+1
h ] tende a zero,quindi N (t) tende ad essereugualeal numero di intervalli in cui avviene

un evento. In ogni intervallo avviene un evento con probabilit�a circa pari a �h , quindi il numero totale
di eventi avr�a distribuzione binomiale di parametri n = 1=h e p = �th . Come noto, questadistribuzione
converge,per h ! 0, ad una distribuzione di Poissondi parametro np = 1

h �th = �t .

5.3 Tempi di attesa e tempi di arriv o

Indichiamo con Tn il tempo di attesa tra l'accadere dell'evento (n � 1)-esimo e dell'evento n-esimo.
De�niamo inoltre S0 = 0,

Sn =
nX

k=1

Tk ; n � 1;

1Una funzione f (t) �e detta o(t) se veri�ca lim
t ! 0

f (t )

t
= 0. Questo vuol dire che, per t ! 0, f (t ) va a zero pi �u rapidamen te

di quanto lo faccia t . Ancora, possiamo dire che, per t piccolo, f (t ) deve esserepiccolo risp etto a t.
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i tempi di arrivo (tempi di rinnovo) del processo,ossiagli istanti in cui ha luogo il primo, secondo,ecc.,
evento.

Iniziamo con l'osservare che

P(T1 > t) = P(N (t) = 0) = e� �t ;

quindi T1 ha distribuzione esponenzialedi parametro � . In particolare, il tempo atteso per il primo evento
�e E[T1] = 1

� .
Seil primo evento �e accaduto al tempo s, la probabilit�a che nessunnuovo evento accadatra s e s + t

�e ancora pari a e� �t , per la stazionariet�a degli incrementi di N (t). Allora, anche T2 (e in generaleTn ) ha
distribuzione esponenziale. Inoltre, T2 �e indipendente da T1 per l'indip endenzadegli incrementi di N (t).

Qual �e la distribuzione di Sn ? Osserviamola relazione

N (t) � n ( ) Sn � t;

e quindi

FSn (t) = P(Sn � t) = P(N (t) � n) =
1X

j = n

e� �t 1
j !

(�t ) j ;

questa distribuzione si chiama distribuzione Gamma di parametri � e n. La densit�a di probabilit�a si
ottiene derivando l'espressioneprecedente:

f Sn (t) = �e � �t 1
(n � 1)!

(�t )n � 1:

5.3.1 Distribuzione condizionata

Se un evento ha avuto luogo in [0; t], ossia, se N (t) = 1, qual �e la distribuzione di probabilit�a del suo
accadere?

Si ricava da un calcolo diretto che questadistribuzione �e uniforme in [0; t]:

P(T1 � s j N (t) = 1) =
P(T1 � s;N (t) = 1)

P(N (t) = 1)
=

P(N (s) = 1; N (t) � N (s) = 0)
N (t) = 1

=
P(N (s) = 1)P(N (t) � N (s) = 0)

P(N (t) = 1)
=

e� �s (�s )e� � ( t � s)

e� �t (�t )
=

s
t
:

Esempio. Un pro cesso di Poisson con temp o aleatorio

Un ulteriore esempiodi commistionetra processidi Poissone tempi aleatori �e dato dal seguente modello.
Supponiamo che gli ingressi delle personein una stazione seguanoun processodi Poissondi parametro
� = 20 persone all'ora. Possiamosupporre che inizialmente la stazione sia vuota; il prossimo treno
giunger�a in un tempo aleatorio T , distribuito uniformemente nell'in tervallo [0; 1] (espressoin ore). Se
tutti coloro che sonogiunti in stazioneprima del treno salgono,quante persone,in media, partiranno?

Soluzione.

Indichiamo con N (t) le personearrivate entro il tempo t. La distribuzione di N (t) �e di Poisson, di
parametro �t . Per calcolarela distribuzione di N (T) possiamoscrivere

P(N (T) = x) =
Z 1

0
P(N (T) = x j T = s)f T (s) ds =

Z 1

0
P(N (s) = x) ds;
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per ottenere la media, sommiamosu tutti i possibili valori di x:

E[N (T)] =
1X

x =0

x
Z 1

0
P(N (s) = x) ds

scambiando l'ordine di sommae integrale otteniamo

E[N (T)] =
Z 1

0

1X

x =0

xP(N (s) = x) ds =
Z 1

0
E[N (s)] ds =

Z 1

0
�s ds =

1
2

�;

quindi, in media, partiranno 10 persone.
4

5.4 Ulteriori propriet �a

5.4.1 Decomp osizione di un pro cesso di Poisson

Supponiamo di avereun processodi Poisson,di intensit�a � , in cui ogni evento pu�o essereclassi�cato come
evento di tip o 1; 2; : : : ; k con probabilit�a rispettivamente p1; : : : ; pk (pj � 0, p1 + � � �+ pk = 1). Costruiamo
i processistocastici N1(t); : : : ; Nk (t) che contano il numero di eventi di classe1; : : : ; k rispettivamente,
accaduti �no al tempo t. Risulta che essisono ancora processidi Poisson,di intensit�a rispettivamente
p1�; : : : ; pk � , indipendenti.

� � � �� � �

H H H

�

pn

p2

p1

� � pn

...
� � p2

� � p1

Per dimostrarlo, consideriamoil casok = 2: baster�a mostrare che la distribuzione congiunta di N 1(t)
e N2(t) �e pari al prodotto di due distribuzioni di Poisson,di intensit�a rispettivamente p1� e p2� .

La seguente osservazione�e cruciale. Condizionato al fatto che N (t) = h + k, la distribuzione di N 1(t)
�e binomiale, di parametri p1 e h + k, rispettivamente. Inoltre, dato che esistonosolo due classi, questo
identi�ca anche la distribuzione di N2(t). Allora:

P(N1(t) = k; N2(t) = h) = P(N1(t) = k; N2(t) = h; N (t) = h + k)

= P(N1(t) = k; N2(t) = h j N (t) = h + k)P(N (t) = h + k)

=
�

k + h
k

�
pk

1ph
2 e� �t (�t )h+ k

(h + k)!
= e� �p 1 t (�p 1t)k

k!
e� �p 2 t (�p 2t)h

h!

5.4.2 Pro cessi con divisione in classi dip endente dal temp o

Abbiamo visto che, partendo da un processodi Poisson di intensit�a � e classi�cando ogni evento in
una delle possibili classi 1; 2; : : : ; k con probabilit�a rispettivamente p1; : : : ; pk (pj � 0, p1 + � � � + pk =
1), i processistocastici N1(t); : : : ; Nk (t) siano ancora processidi Poisson, di intensit�a rispettivamente
p1�; : : : ; pk � , indipendenti.

Ci occupiamo ora del caso in cui la probabilit�a che un evento sia classi�cato di classei dipende
dall'istan te in cui si �e veri�cato. Speci�catamente, supponiamo che un evento che avviene al tempo t si
classi�chi, indipendentemente da quanto successoin precedenza,comeevento di classei con probabilit�a
pi (t).
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Teorema 5.2 Se indichiamo con N1(t); : : : ; Nk (t) gli eventi di tipo 1; 2; : : : ; k accaduti entro il tempo t,
allora N1(t); : : : ; Nk (t) sono v.a. di Poisson, indipendenti, aventi media rispettivamente

E[N i (t)] = �
Z t

0
pi (s) ds:

Esempio. Un server con in�nite linee: distribuzione delle chiamate attiv e

Supponiamo che le chiamate giungano ad un centralino secondoun processodi Poissondi intensit�a � .
Al momento dell'arriv o, ogni chiamata viene instradata lungo una delle in�nite linee del centralino, e
supponiamo che il tempo di servizio (il tempo in cui la linea rimane occupata) sia dato da una v.a. con
f.d.r. �ssata F (x), indipendente da tutti gli altri eventi. Fissato un tempo t > 0, vogliamo determinare la
distribuzione delle v.a. X (t) e Y (t) che contano, rispettivamente, le chiamate completate entro il tempo
t e le chiamate in funzione al tempo t.

Decidiamo allora di chiamare evento di tip o 1 se una chiamata si chiude entro il tempo t, evento di
tip o 2 sela chiamata �e in atto al tempo t. Ora, seuna chiamata giunge al tempo s < t, sar�a classi�cata
di tip o 1 se il suo tempo di servizio �e minore di t � s, quindi con probabilit�a F (t � s), altrimenti sar�a
di tip o 2. Per il teorema precedente, le distribuzioni di X (t) e di Y (t) sono indipendenti, di Poisson,di
media

E[X (t)] = �
Z t

0
F (t � s) ds = �

Z t

0
F (s) ds

e anche

E[Y (t)] = �
Z t

0
(1 � F (t � s)) ds = �

Z t

0
(1 � F (s)) ds:

arrivo
tempo s

uscita tempo t uscita
tempo r < t tempo r > t

classe2
avviene con p. 1 � F (t � s)

classe1
avviene con p. F (t � s)

@
�

@
�

@
�

5.4.3 Costruzione di un pro cesso di Poisson spaziale

Finora abbiamo consideratoil casoin cui il parametro t rappresenta un tempo. Possiamoanche estendere
questacostruzionea casi pi�u generali.

Sia S una regione di spazio, di volume jSj, e consideriamoun insieme di regioni B1; : : : ; Bk , a due
a due disgiunte, con unione S. �E noto che, �ssato un numero n di particelle che suppongo distribuite
uniformemente in S, la distribuzione congiunta delle v.a. N1; : : : ; Nk (che contano le particelle nelle
rispettiv e regioni) �e data da: per ogni scelta di interi n1; : : : ; nk , nj � 0 e

P
nj = n

P(N1 = n1; : : : ; Nk = nk ) =
n!

(n1)! : : : (nk )!

�
jB1j
jSj

� n 1

: : :
�

jBk j
jSj

� n k

:

Supponiamo ora che il numero di particelle non sia �ssato a priori, ma si possaconsiderarecomev.a. di
tip o Poisson,di parametro � jSj. Allora, il numero di particelle nella regione B j �e distribuito comev.a.
di tip o Poisson,di parametro � jB j j; inoltre, le v.a. N1; : : : ; Nk sonotra loro indipendenti.



64 Chapter 5. Processodi Poisson

5.4.4 Comp ortamen to asintotico

Possiamodomandarci se�e possibileche un processodi Poisson(pi �u in generale,un processodi rinnovo)
assumaun valore in�nito in un tempo �nito. Questo non pu�o succedere;per vederlo, osserviamola
relazione

N (t) = maxf n j Sn � tg;

ora, dalla leggedei grandi numeri segueche

Sn

n
! 1=� = E[T ]; per n ! 1 .

Questo implica che Sn deve esseredello stessoordine di grandezzadi n, quindi pu�o esserelimitato da t
solo per un numero �nito di n; allora, anche N (t) deve essere�nito.

Tuttavia, anche seN (t) < 1 per ogni t, �e vero che (con probabilit�a 1)

N (1 ) = lim
t !1

N (t) = 1 :

Infatti, l'unico modo per cui N (1 ) sia �nito �e che un qualche tempo di attesa Ti assumavalore in�nito,
ma questoaccadecon probabilit�a zero.

Un altro interessante risultato di tutti i processidi rinnovo, che citiamo senzadimostrazione, �e che

m(t) := E[N (t)] < 1 per tutti i t > 0.

Citiamo da S. Ross: \Qualc he lettore potrebbe supporre che la �nitezza di m(t) seguedirettamente dal
fatto che, con probabilit�a 1, N (t) �e �nito. Tuttavia, questo ragionamento �e errato" (sapete dare un
esempiodi v.a. a valori interi positivi, con media in�nita?)

Tra l'altro, si osservi che per un processodi Poissonm(t) = �t �e una funzione lineare di t, e che, il
processodi Poisson�e l'unico processodi rinnovo per cui questo �e vero.

5.4.5 Teoremi limite

Abbiamo gi�a mostrato comeN (t) diverga per t ! 1 . Possiamodomandarci in quale modo ci�o accada.
Il primo risultato �e una leggedei grandi numeri per i processidi Poisson.

Teorema 5.3 Con probabilit�a 1,
N (t)

t
! � per t ! 1 .

Prima di accennarela dimostrazione, consideriamola v.a. SN (t ) . Ci possiamodomandare cosarap-
presenta questa v.a.: ad esempio,se N (t) = 3, allora S3 �e il tempo di arrivo del terzo evento, e quindi
S3 < t, S4 > t; SN (t ) rappresenta il tempo di arrivo dell'ultimo evento accaduto prima del tempo t ( e
similmente SN (t )+1 il tempo di arrivo del primo evento dopo t).

Dalla relazione
SN (t ) � t < SN (t )+1

si ottiene
SN (t )

N (t)
�

t
N (t)

<
SN (t )+1

N (t)
;

ma la legge dei grandi numeri(( 2)) implica che SN (t ) =N (t) ! 1
� se N (t) ! 1 , cio�e per t ! 1 , e

analogamente per SN ( t )+1

N (t ) ; allora, per il teorema dei carabinieri (unicit�a del limite), anche t=N (t) ! 1
� .

4

Abbiamo in�ne il seguente risultato, che citiamo senzadimostrazione.
2 in una versione pi �u forte di quella che abbiamo dimostrato nel corso
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Teorema 5.4 Dato un processodi Poisson di parametro � ,

lim
t !1

P
�

N (t) � �t
p

t�
< x

�
= �( x) =

Z x

�1
e� y 2 =2 dy:

5.5 Alcune applicazioni alla teoria delle code

Esempio. Server singolo senza coda

Supponiamoche i potenziali clienti di una bancasi presentino secondoun processodi Poissondi parametro
� , ma che entrino nella banca solamente se lo sportello �e libero. Il tempo che un cliente rimane nella
banca ha f.d.r. F (t) �ssata, indipendentemente dagli altri clienti. Possiamoallora domandarci:

(a) qual �e il tassodi ingressodei clienti nella banca?

(b) qual �e la frazione dei potenziali clienti che entrano?

Per risponderea questedomande,supponiamo che il primo cliente si presenti al tempo 0. Questo, in
media, rimane nella banca un tempo � F (dove � F =

R1
0 (1 � F (x)) dx); a questopunto, per le propriet�a

di rinnovo del processodi Poisson,il tempo medio per vederecomparire un altro potenzialecliente �e 1=� ,
quindi il tempo medio tra due clienti consecutivi �e � = � F + 1

� . Allora, il tassoa cui i clienti entrano �e

1
�

=
�

1 + �� F
:

D'altra parte, dato che il tassodi arrivo dei clienti potenziali �e � , risulta che la percentuale di coloro che
entrano �e

1=�
�

=
1

1 + �� F
:

4

Esempio. Server singolo con coda in�nita

Consideriamoil casodi clienti che arrivano ad un server, senecessariosi mettono in coda ad aspettare il
proprio turno, quindi esconodal meccanismo.Supponiamo che il tempo di ingressoabbia distribuzione
di tip o esponenziale di parametro � , quindi che il processodi ingresso dei clienti sia un processodi
Poisson. Supponiamo anche che il tempo necessarioper essereservito abbia distribuzione esponenziale
di parametro � .

Le quantit�a che ci interessanosonodate da

L , il numero medio di clienti nel sistemae

W , il tempo medio che il cliente spendenel sistema.

Questequantit�a sonolegate dall' equazionedi Little

L = �W :

Indichiamo con X (t) il numero di clienti nel sistemaal tempo t (X (t) non �e un processodi conteggio).
De�niamo per n � 0

Pn = lim
t !1

P(X (t) = n)
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la probabilit�a limite che vi sianoesattamente n clienti nel sistema. Noi intenderemoquestequantit�a anche
come le probabilit�a di veri�care che, a regime, nel sistema vi siano esattamente n clienti, ed anche, in
analogia con quanto visto per i processidi Markov, la frazione di tempo in cui il sistemaha esattamente
n clienti.

Per analizzareil sistema,abbiamo a disposizioneun principio generaleche ci permette di determinare
le probabilit�a Pn , ossia, che per ogni n � 0 il tasso in cui il sistema entra lo stato n �e pari al tasso
con cui il sistema lascia lo stato n(( 3)) . Determiniamo allora questi tassi. Consideriamo,per iniziare, il
livello 0. Il sistema pu�o lasciare il livello 0 solo se una nuova chiamata entra, e questo accadecon un
tassopari a �P 0. Viceversa, il sistemaraggiungelo stato 0 solo dallo stato 1, nel casoin cui la chiamata
sia terminata, e questoaccadecon un tassopari a �P 1. Di conseguenza,dal principio di eguaglianzadei
tassi, si ricava la prima equazione:

�P 0 = �P 1:

Ora consideriamo lo stato 1. Il sistema pu�o uscire da questo stato sia verso lo stato 0 (nel caso una
chiamata sia terminata), sia verso lo stato 2 (nel caso una arrivi una nuova chiamata). Dato che la
frazione di tempo trascorsadal sistemanello stato 1 �e P1, il tassodi uscita da questostato �e (� + � )P1.
D'altro canto, il sistemaraggiungelo stato 1 sia dallo stato 0 (nel casoentri una nuova chiamata) sia dallo
stato 2 (nel casouna chiamata termini), quindi il tasso di ingresso�e �P 0 + �P 2. Questo ragionamento
vale, in generale,per ogni stato n � 1, il che ci porta all'eguaglianza

(� + � )Pn = �P n � 1 + �P n +1 ; 8 n � 1:

Le equazioni che abbiamo scritto, unite alla condizione che la somma dei Pn deve essere1, conducono
alla seguente soluzione(( 4))

P0 = (1 �
�
�

); Pn = (1 �
�
�

)
�

�
�

� n

; n � 1:

Ora possiamocalcolare le quantit�a L e W intro dotte in precedenza.Dalla relazione

L =
1X

n =0

nPn

si ottiene L = �
� � � , e dalla formula di Little W = 1

� � � .

Supponiamo che il numero di chiamate in ingressoseguaun processodi Poissondi intensit�a � = 5
chiamate ogni ora, e che il tempo medio per terminare una chiamata sia di 1=� = 8 minuti. Allora
(portando le grandezzealle stesseunit�a di misura) � = 7; 5 chiamate ogni ora,

L = media delle chiamate attiv e nel sistema = 2;

W = permanenzamedia nel sistema =
2
5

= 24 minuti.

Ora, supponiamo che l'in tensit�a degli ingressi aumenti, passandoda 5 a 6 chiamate ogni ora. Come
cambiano L e W ? Si ottiene

L = 4; W = 40 minuti.

Vale a dire che un aumento del 20% degli ingressisi traduce in un raddoppio del numero medio di clienti
nel sistema,ed in un aumento del 66% del tempo trascorsonel sistema.

3pensiamo ad un indice che �e stato programmato per segnare lo stato del sistema, ossia il numero di clienti in coda.
Allora, se sappiamo che in un certo periodo di temp o si �e spostato �no al liv ello 1 k volte, sappiamo anche che il numero
di volte che ha lasciato il liv ello 1 �e pari a k { al massimo, si pu�o discostare per una unit�a in pi �u o in meno.

4questo ha sensose e solo se � < � , altrimen ti non esiste uno stato di regime, ma la coda tende a divergere
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5.6 Esercizi conclusivi

Esercizio.

I clienti di un esercizioentrano al tassodi 1 al minuto; dalle nostre osservazioni, risulta che la probabilit�a
che un cliente sia donna �e doppia della probabilit�a che sia uomo.

(a) Descrivere il processoche conta il numero di uomini entranti. Qual �e la probabilit�a che nei primi 10
minuti entrino 8 uomini?

(b) Sapendo che nei primi 10 minuti sono entrati 8 uomini, qual �e la probabilit�a che siano entrate 6
donne? Qual �e il numero medio di donne entrate in quei 10 minuti?

(c) Qual �e la probabilit�a che, tra i prossimi 5 clienti, vi siano almeno 2 uomini?

Esercizio.

Ogni pc dell'universit�a �e soggetto a rottura secondouna distribuzione esponenzialedi media 1=� = 30
giorni. L'univ ersit�a ha un solo tecnico, che aggiusta ogni macchina in un tempo aleatorio, indipendente-
mente dalle altre, con distribuzione esponenzialedi media 1=� = 10 giorni. Seil tecnico �e occupato, il pc
viene rottamato.

Al tempo t = 0, nessunamacchina �e rotta. Riconoscereil tip o di processoe risponderealle seguenti
domande:

(a) Qual �e il tempo medio tra due interventi del tecnico?

(b) Qual �e la frazione di pc rotti che viene aggiustata?

Esercizio.

Ogni pc dell'universit�a �e soggetto a rottura secondouna distribuzione esponenzialedi media 1=� = 30
giorni. L'univ ersit�a ha un solo tecnico, che aggiusta ogni macchina in un tempo aleatorio, indipendente-
mente dalle altre, con distribuzione esponenzialedi media 1=� = 10 giorni. Seil tecnico �e occupato, il pc
viene messoin coda e riparato in un secondomomento.

Al tempo t = 0, nessunamacchina �e rotta. Riconoscereil tip o di processoe risponderealle seguenti
domande:

(a) Qual �e il tempo medio necessarioperch�e un pc vengaaggiustato?

(b) Qual �e, in media, il numero di pc rotti che aspettano l'in tervento del tecnico?

Esercizio.

Ogni pc dell'universit�a �e soggetto a rottura secondouna distribuzione esponenzialedi media 1=� = 30
giorni. L'univ ersit�a ha numerosi tecnici (un numero cos�� alto che possiamosupporre in�nito), e ogni
macchina si aggiusta in un tempo aleatorio, indipendentemente dalle altre, con distribuzione esponenziale
di media 1=� = 10 giorni.

Al tempo t = 0, nessunamacchina �e rotta. Riconoscereil tip o di processoe risponderealle seguenti
domande:

(a) Qual �e la distribuzione del numero di pc che si sonorotti dopo un anno (tempo t = 365)?

(b) Qual �e la distribuzione del numero di pc che sono stati aggiustati dopo un anno? Quanti sono, in
media, quelli che sono in riparazione?
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Esercizio.

Dato un processodi Poissondi intensit�a � = 2,

(a) determinare la probabilit�a che nell'in tervallo [0; 2] si veri�c hino 2 arrivi e nell'in tervallo (5; 7] si
veri�c hino 4 arrivi.

(b) determinare la probabilit�a che nell'in tervallo [0; 2] si veri�c hino 0 arrivi e nell'in tervallo (1; 7] si
veri�c hino 4 arrivi

(c) determinare la probabilit�a che nell'in tervallo [0; 2] si veri�c hino 2 arrivi e nell'in tervallo (1; 7] si
veri�c hino 4 arrivi

Esercizio.

Gli operai di una aziendasonodivisi su tre turni, ed inizialmente il numero di operai in ciascunturno �e
determinato da una v.a. con distribuzione di Poissondi parametro � i , i = 1; 2; 3. Ogni giorno, un operaio
cambia il proprio turno, indipendentemente dagli altri operai, secondoun processodi Markov di matrice
di transizione P. Supponiamo che P sia regolare,con distribuzione invariante � .

(a) Determinare il numero medio di operai su ogni turno al tempo t = 0.

(b) Determinare la distribuzione del numero di operai su ogni turno, al tempo t = 10 gg., e la suamedia.

(c) Determinare la media del numero di operai su ogni turno, per un tempo t molto grande.

Soluzione.

Dato che la distribuzione di Poissondi parametro � ha media � , il numero medio di operai in ogni turno
�e � i , i = 1; 2; 3.

Consideriamo un operaio del primo turno. Dopo 1 giorno, si trover�a nel turno i , i = 1; 2; 3, con
probabilit�a p1;i . Dopo due giorni, si trover�a nel turno i con probabilit�a p(2)

1;i , dove (in generale)
�
p(n )

i;j

�
�e

la matrice di transizione a n passi P n . Per calcolare il numero di operai che al primo giorno passadal
turno 1 al turno i , possiamopensaea dividere in classi il processodi Poisson(operai del primo turno),
secondole probabilit�a p1;i . Allora, il numero di operai che al primo giorno passadal turno 1 al turno i
�e distribuito come una v.a. di Poissondi parametro � 1p1;i . Al tempo n = 10, il numero di operai che �e
passatodal turno 1 al turno i �e distribuito come una v.a. di Poissondi parametro � 1p(10)

1;i . Si ha allora
che il numero di operai che al tempo n = 10 sono nel turno i �e pari alla somma di tre distribuzioni di
Poissonindipendenti, quindi ha distribuzione di Poissondi parametro

� (10)
i = � 1p(10)

1;i + � 2p(10)
2;i + � 3p(10)

3;i ;

e questonumero �e anche la sua media.

Per n molto grande, dato che la matrice �e regolare, si ha che P n '

0

@
� 1 � 2 � 3

� 1 � 2 � 3

� 1 � 2 � 3

1

A quindi per n

grande il numero medio di operai al turno i tende ad esserecostante pari a

�� i = � 1� i + � 2� i + � 3� i = (� 1 + � 2 + � 3)� i :

4
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Esercizio.

Nelle confezioni di merendinesono in regalo 10 personaggidi una raccolta, e la probabilit�a di trovare il
tip o i �e pari a pi . Qual �e il numero medio di confezionida comprare per terminare la raccolta?

Soluzione.

Supponiamo di acquistare le confezioni secondouno schema di Poisson di tasso � = 1 confezioni al
giorno. Allora N1(t); : : : ; N10(t) { numero di personaggidi tip o i raccolti entro il tempo t { sonoprocessi
di Poisson,di intensit�a pi � , i = 1; : : : ; 10. Indico con T1; : : : ; T10 i tempi di primo arrivo di un evento di
tip o i , e T = maxf T1; : : : ; T10g. Per l'indip endenzadei processiN i , anche le v.a. Ti sonoindipendenti, e
possodeterminare la distribuzione di T :

P(T � t) =
10Y

i =1

P(Ti � t) =
10Y

i =1

(1 � e� �p i t )

da cui ricavo anche la media

E[T ] =
Z 1

0
P(T > t) dt =

Z 1

0

 

1 �
10Y

i =1

(1 � e� �p i t )

!

dt:

Quale relazione esistetra il tempo T e il numero di scatole N (T) che compro? So che acquisto scatole
in media al ritmo di una ogni giorno, ossia,set fossedeterministico, E[N (t)] = t = E[t]. Voglio mostrare
che questa relazionerimane vera per T : posto f T (t) la densit�a di T ,

E[N (T)] =
Z 1

0
E[N (T) j T = t] f T (t) dt =

Z 1

0
tf T (t) dt = E[T ]

dove l'ultima eguaglianzaseguedalla de�nizione di media di una v.a.
4
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Chapter 6

Statistica

La statistica riguarda lo studio di popolazioni di individui (dove entrambi i termini, popolazione e in-
dividui, devono intendersi in sensoastatto): il carattere particolare che stiamo investigando, una popo-
lazione presenta sempreuna variabilit�a interna che �e l'argomento dello studio statistico. Una parte della
statistica, la statistica descrittiva, ha a che fare con la sintesi delle informazioni contenute nella descrizione
di un campione estratto dalla popolazione; un'altra parte, la statistica inferenziale, vuole estrarre dalle
informazioni che possiamoricavare dal campionedelle a�ermazioni che riguardano l'in tera popolazione.

La statistica descrittiva �e la parte chesi occupadell'analisi dei dati osservati, al �ne di e�ettuare quella
riduzione dei dati di cui si �e detto prima. L'informazione rilevante pu�o essereespressamediante gra�ci,
oppure indici numerici, che descrivano la distribuzione di una variabile sulla popolazioneconsiderata.

Il problema a cui risponde la statistica inferenziale �e quello di dire qualcosasulla popolazionecomp-
lessiva in esame,a partire dalle osservazioni fatte su un campione estratto dalla popolazionestessa. Le
conclusioni cui si giunge non saranno certe, ma dovranno essereespressenei termini del calcolo delle
probabilit�a.

6.1 Statistica descrittiv a

Abbiamo di fronte a noi il problema di analizzareuna variabile (osservabile) che descrive una particolare
propriet�a di (un campione(( 1)) estratto da) una popolazione.

Iniziamo con distinguere le osservazioni in tre tipi, a secondadel tip o di dati che osserviamo

tipi di variabili:

8
><

>:

numeriche

(
discrete
continue

categoriche

I risultati dell'osservazionestatistica producono un insiemedi dati, che devono esseredescritti:

insiemedi dati:

8
>>>>>><

>>>>>>:

rappresentazione

(
tabelle
gra�ci

sintesi

(
indici di posizione

indici di dispersione

1Un campione �e un sottoinsieme di una popolazione che �e ottenuto tramite un qualche processo di scelta, magari
prendendo a caso oppure attra vero un qualche insieme di regole, allo scopo di studiare le propriet�a della popolazione
globale. Perch�e il campione sia rappresentativ o della popolazione, ciascun elemento deve avere la stessaprobabilit di essere
considerato.

71
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Esempio 6.1 La tabella seguente contiene i dati relativi al numero di richieste di intervento che rag-
giungono un centralino, in 40 periodi consecutivi. Si tratta di un esempiodi variabile numerica discreta.

0 2 1 4 3 1 2 2 3 8 0 2 1 3 3 1 3 2 2 5
5 4 4 2 4 3 3 1 1 2 4 4 2 3 3 3 3 3 5 2

La rappresentazione di questi dati avverr�a sotto forma di tabella di distribuzione di frequenza. Nella
prima colonna rip ortiamo le diverseclassi (i valori osservati); nella secondacolonna il numero di osser-
vazioni (frequenzaassoluta,o semplicemente sequenza);nella terza colonna la frequenzarelativa (questi
valori sonogli analoghi della distribuzione di una v.a.); nella quarta colonna la frequenzacumulativa (in
analogia con la funzione di ripartizione di una v.a.). La sommadei valori della secondacolonna �e pari al
numero di osservazioni; la sommadegli elementi della terza colonnadeve dare 1. In generale,non sempre
sarannopresenti tutte le colonne.

classi frequenza freq. rel. freq. cum.
0 2 0,05 0,05
1 6 0,15 0,20
2 10 0,25 0,45
3 12 0,30 0,75
4 6 0,15 0,90
5 3 0,075 0,975
8 1 0,025 1,00
P

= 40 = 1,00

Esempio 6.2 La costruzione di particolari sfere di metallo �e soggettaa errori casuali, per cui il diametro
della sfera prodotta varia; i risultati di un campione (espressi in cm.) sonoriportati nella seguentetabella

2,08 1,72 1,90 2,11 1,82 2,04 2,04 1,82 2,04 2,07
1,79 1,86 1,80 1,91 1,84 1,86 1,80 1,85 2,08 2,03

In questo caso, la variabile osservata �e di tip o numerico continuo, dato che a priori pu�o assumereogni
valore (in un certo intervallo di variabilit�a, che in questo esempio�e dato da (1; 70: : : 2; 20)). Dividendo
questointervallo in classidi ampiezzaopportuna (( 2)) possiamocompilareancorala tabella di distribuzione
di frequenza;ciascun punto di mezzodelle classi di intervallo da ora in poi rappresenter�a tutti i valori
del campionenell'ambito della classe.

Un secondomodo di rappresentare questi dati �e attra versoun diagramma steam and leaf. Questo �e il
nomedi un gra�co in cui le osservazioni vengonotabulate, divise per classi, in modo crescente all'in terno
di ogni classe;il risultato fornisce,comunque, una rappresentazione visiva simile ad un istogramma (vedi
esempioseguente).

Costruiamo un diagramma steam and leaf in questoesempio,utilizzando due classiper ogni 0,1 cm.:

2Non esiste una regola per decidere qual �e l'ampiezza \giusta"; si tratta di tro vare un equilibrio caso per caso

ampiezze piccole ampiezze grandi
(tan te classi): poche classi

� maggiore dettaglio � maggiore chiarezza
	 maggiore peso, minore leggibilit� a 	 perdita di informazione
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1; 7: 2
1; 7+ 9
1; 8: 0 0 2 2 4
1; 8+ 5 6 6
1; 9: 0 1
1; 9+

2; 0: 3 4 4 4
2; 0+ 7 8 8
2; 1: 1
2; 1+

Esempio 6.3 I dati dell'esempio6.1 possonoessere gra�c amenterappresentati sotto forma di istogramma

0 1 2 3 4 5 6 7 8

In un istogramma, l'area (baseper altezza) di ogni rettangolo �e proporzionale alla frequenza. Nel nostro
caso,le basi sonouguali per tutti i rettangoli, in tal modo possiamoleggerele frequenzeanche sull'asse
delle ordinate.

Esempio 6.4 Nella seguente tabella sono riportati, gi�a divisi per classi, le et�a in cui un campione ha
conseguito la patente

Et�a 18-19 20-24 25-29 30-39 40-49 50-69
frequenza 8 13 17 5 8 12

I dati possonoessererappresentati sotto forma di istogramma; le basi dei rettangoli sono proporzionali
alle ampiezze(diverse) delle classi, quindi non ha sensoleggerele altezze dei rettangoli, ma solo le loro
aree

18-19
20-24

25-29 30-39 40-49 50-69

6.1.1 Indici

Ci sono diversi concetti di \centro" di una distribuzione di frequenza; noi saremo interessati a due di
questi: la media campionaria e la mediana.
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La media aritmetica �e il pi�u comune indice di posizione. Le osservazioni vengonosommatetra loro e
quindi divise per n, cos��

�x =
nX

i =1

x i ;

dove x i indica l' i -esimaosservazionedel campione.
La mediana �e il valore al di sotto del qualecadela met�a delle osservazioni. Seil numero di osservazioni

�e dispari, diciamo 2n+ 1, allora esisteun solovalore centrale, xn +1 , e la medianacorrispondea tale valore;
se il numero di osservazioni �e pari, diciamo 2n, allora si scegliela media aritmetica tra i due elementi
centrali 1

2 (xn + xn +1 ).
Nella prossima�gura confrontiamo le posizioni di media e mediana; in (a), la distribuzione �e simmet-

rica, e media e mediana coincidono; in (b), la distribuzione presenta una coda a destra: la mediana si
trova a sinistra della media.

media
mediana

mediana

media

Quartili

La mediana �e anche detta il 50-esimopercentile, cio�e il valore a sinistra del quale si trova il 50% delle
osservazioni; analogamente, si de�niscono il primo e il terzo quartile Q1 e Q3 comei valori a sinistra dei
quali si trovano rispettivamente il 25% e il 75% dei valori osservati (( 3)) .

A titolo di esempio,si considerino i seguenti valori

Osservazioni 6 44 47 49 15 43 8 41 7 39 43 41 42 45 46 36 54 14
Osservazioni ordinate 6 7 8 14 15 36 39 41 41 42 43 43 44 45 46 47 49 54

Quartile superiore 45
Quartile inferiore 15

Indici di disp ersione

Bench�e la media possaesserela pi�u importante caratteristica statistica del campione,�e anche importante
conoscerecomesi distribuiscono i dati attorno ad essa.Come nel casodegli indici di posizione,vi sono
parecchie misure di variabilit�a. Iniziamo con la pi�u semplice.

Il rangedi un campione�e semplicemente la distanza tra il valore maggioree il valore pi�u piccolo del
campione. L'inconveniente del range che tutte le altre misure vengono ignorate e risulta sensibile ai
valori estremi (outlier). Esempio: il range nella serie65,73,89,56,73,52,47 �e 89� 47 = 42.

L'indice IQR (inter-quartile range) �e la distanza tra il primo e il terzo quartile, e misura l'ampiezza
dell'in tervallo in cui si accumula il 50% centrale delle osservazioni.

3per determinare Q1 si procede cos�� se n=4 �e intero, allora Q1 = 1
2 (x n

4
+ x n

4 +1 ), mentre se n=4 non �e intero, allora, se
k �e l'in tero seguente, Q1 = xk
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Passiamopoi a considerarela deviazionestandard; questo indice tiene conto di tutte le osservazioni,
e si calcola in analogia con la deviazionestandard di una v.a. a partire dalla varianza

� 2 =
1
n

nX

i =1

(x i � �x)2 =
1
n

nX

i =1

x2
i � ( �x)2:

Esempio 6.5 Torniamo ora ad analizzare i dati dell'esempio 6.1. Riscriviamo la tabella

classi f i x i f i x2
i f i

0 2 0 0
1 6 6 6
2 10 20 40
3 12 36 108
4 6 24 96
5 3 15 75
8 1 8 64

= 40 = 109 = 389

La media campionaria �e �x = 109
40 = 2; 725; la deviazionestandard �e � = 1; 516.

6.2 Statistica inferenziale

Vogliamo ora occuparci dell'analisi sistematica dell'inferenza, cio�e del passaggioda un gruppo parziale
di informazioni (campione) a quello relativo alla popolazione dalla quale il campione proviene o pu�o
provenire.

La popolazione rappresenta l'insieme degli oggetti sui quali s'intende studiare una certa ipotesi. La
popolazione viene studiata tramite le osservazioni e�ettuate su un campione, che viene identi�cato con
una famiglia di v.a. indipendenti ed equidistribuite X 1; : : : ; X n le cui leggi dipendono da un parametro
� (che pu�o essereun numero o un vettore). Per descrivere in maniera esatta la popolazione, saremo
interessati a stimare non solo � ma anche ogni sua funzione  (� ). Una regola che ci dice comecalcolare
una stima a partire dalle osserviazionicontenute in un campione�e detta stimatore.

Esempio 6.6 Consideriamo una moneta, di cui non conosciamo la parit�a; prenderemo come campione
un certo numero N di lanci, i cui esiti sono espressi come v.a. bernoulliane di parametro p, che sar�a il
risultato del nostro studio.

Esempio 6.7 Consideriamo una popolazione di lampadine; possiamo supporre che la distribuzione del
tempo di vita abbia legge esponenziale exp(� ); saremo interessati a stimare il parametro � , ma anche
 (� ) = 1=� , che rappresentail tempo medio di vita.

Consideriamoun campioneX 1; : : : ; X n : una v.a. T = t(X 1; : : : ; X n ), funzione del campione(e quindi
dipendente dal parametro � ), �euna statistica. Diremo cheT �euno stimatore di  (� ) se,date le osservazioni
x1; : : : ; xn , utilizzeremo il valore (calcolato) t(x1; : : : ; xn ) al posto del valore incognito  (� ).

Consideriamoad esempioil casoin cui  (� ) = E[X ]; vogliamo trovare una statistica T che \stimi" il
valore vero di questa funzione. Pensiamoad esempio

� T1 = t(X 1; : : : ; X n ) dove t(x1; : : : ; xn ) = x1,

� T2 = t(X 1; : : : ; X n ) dove t(x1; : : : ; xn ) = x1 + : : : + xn ,

� T3 = t(X 1; : : : ; X n ) dove t(x1; : : : ; xn ) = 1
n (x1 + : : : + xn ),
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� T4 = t(X 1; : : : ; X n ) dove t(x1; : : : ; xn ) = n
p

x1 � : : : � xn

Dato che ognuna delle statistiche precedenti �e uno stimatore della media, esisteun criterio per preferirne
uno o un'altro?

Diremo che uno stimatore T �e corretto (non distorto) seper ogni valore del parametro � si ha E[T ] =
 (� ). Negli esempiprecedenti, sia T1 che T3 sono stimatori corretti, mentre non lo sono T2 e T4; per�o,
intuitiv amente, T3 �e una stima migliore di T1, dato che tiene conto di tutte le osservazioni, mentre T1

solo della prima. Diamo quindi un'ulteriore caratterizzazione. Diremo che uno stimatore T �e consistente
se,quando l'ampiezza n del campionetende a 1 , Var[T ] ! 0.

Esempio 6.8 Sia X 1; : : : ; X n un campione estratto da una popolazione, avente media � e varianza � 2

�nite (ma incognite). Sceglieremo allora come stimatore della media, la v.a. media campionaria, che
viene solitamente indicata con �X :

�X =
1
n

(X 1 + : : : + X n ):

Questo stimatore �e corretto e consistente:

E[ �X ] = �; Var[ �X ] =
1
n

� 2:

4

Esempio 6.9 Riprendiamo il casodell'esempio 6.7; abbiamovisto che �X �e un buon stimatore di E[X ] =
1=� ; cosa possiamodire di � ?

Consideriamoun campioneX 1; : : : ; X n di v.a. con leggeexp(� ); allora sappiamoche Z = X 1+ : : :+ X n

�e l'istan te di arrivo dell'n-esimoevento, di cui conosciamola densit�a (si veda la sezione5.3)

f Z (t) = cn tn � 1e� �t ; cn =
� n

(n � 1)!
:

Consideriamocomestimatore di � l'in versodella mediacampionaria, T = n
X 1 + ::: + X n

= n
Z ; �euno stimatore

corretto? Calcoliamo

E[T ] = nE[1=Z ] = n
Z 1

0

1
t
f Z (t) dt = ncn

Z 1

0
tn � 2e� �t dt

=
ncn

cn � 1

Z 1

0
cn � 1tn � 2e� �t dt

| {z }
=1

= n
� n

(n � 1)!
(n � 2)!

� n � 1 =
n

n � 1
�:

Ne risulta che uno stimatore corretto di � �e dato da T1 = n � 1
X 1 + ::: + X n

.
4

Leggi normali

Consideriamoun campioneX 1; : : : ; X n di leggi normali N (�; � 2). �E questo un casoin cui il parametro
� = (�; � 2) �e bidimensionale, � 2 � = R � R+ .

Abbiamo visto che un buon stimatore per � �e dato dalla media campionaria �X = 1
n (X 1 + : : : + X n ).

Ci possiamochiederecomestimare la varianza � 2.
Nel casola media � sia nota, possiamoscrivere, in analogiacon la de�nizione di varianza, la statistica

T1 =
1
n

nX

i =1

(X i � � )2;
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nel caso(pi �u frequente in pratica) in cui anche � �e incognito, possiamopensaredi utilizzare la sua stima
�X per de�nire la statistica

T2 =
1
n

nX

i =1

(X i � �X )2:

Lemma 6.1 La statistica T1 �e un buon stimatore per la varianza � 2. La statistica T2 �e uno stimatore
distorto, in quanto risulta

E[T2] =
n � 1

n
� 2:

Conseguenzadel lemma �e che un buon stimatore per la varianza � 2 �e la statistica campionaria

S2 =
1

n � 1

nX

i =1

(X i � �X )2:

6.2.1 Stima per in terv alli

Uno dei temi centrali della statistica inferenziale �e lo studio degli intervalli di con�denza. In statistica
viene solitamente utilizzata comeriferimento la probabilit�a del 95% per de�nire un evento probabile e la
probabilit�a del 5% per de�nirlo improbabile. Possiamoallora de�nire un intervallo (appunto del 95%) per
il quale un evento ha una probabilit�a accettabile di veri�carsi. In particolare �e interessante de�nire tale
intervallo relativamente ad una data statistica (media o varianza) campionaria: tale intervallo si chiama
intervallo di con�denza al 95%.

Nell'in tervallo sar�a compreso il parametro reale della popolazione nel 95% dei casi, per una serie
di intervalli calcolati su altrettan ti campioni, di identica numerosit�a, estratti dalla popolazione. Non
sapremoper�o mai quali di questi intervalli conterranno e�ettiv amente il parametro.

De�nizione 6.1 Un interval lo di con�denza al livello � per la funzionedel parametro  (� ) �e un interval lo
(aleatorio, perch�e dipendedalle osservazioniX 1; : : : ; X n ) I X tale che P(I X 3  (� )) = � .

Esempio 6.10 Studiamo l'altezza media degli studenti della classedi statistica, a partir e da un campione
di numerosit�a n = 40. Si pu�o supporre, in prima approssimazione,che le altezzesiano distribuite secondo
una legge normale N (�; � 2) e che la deviazione standard sia uguale a quella della popolazione adulta
complessiva,che �e nota essere � = 6:1cm. La stima puntuale della media �e �̂ = �X . Osserviamoche, se
X 1; : : : ; X n sonoGaussianeN (�; � 2), allora �X � N (�; � 2

n ) e quindi

�X � �
� =

p
n

� N (0; 1):

Allora, �ssato � 2 (0; 1), possiamoa�ermare che

P(

�
�
�
�

�X � �
� =

p
n

�
�
�
� � � (1+ � )=2) = �

(dove � � �e il quantile di ordine � della leggenormale standard). Ad esempio,per � = 0:95,

0:95 = P(j �X � � j � � (1+ � )=2� =
p

n) = P(j �X � � j � 1:89):

Questo signi�ca che, prima di eseguireil campionamento, risulta pari a 0.95 la probabilit�a che � 2 I X :=
( �X � 1:89; �X + 1:89); I X �e una v.a., perch�e lo �e �X (che de�nisce I X ).

A posteriori, supponiamo di aver trovato il valore �x = 178; a�ermiamo allora che, con una con�denza
del 95%, la media reale� appartiene all'in tervallo (176:1; 179:9). Non possiamopi�u parlare di probabilit�a,
perch�e ora sia � che l'in tervallo (176:1; 179:9) sono�ssati (anche se� �e incognita).

4
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Stima per in terv alli della media di una pop olazione normale con varianza incognita

Consideriamoora il casoche spessosi presenta in pratica, in cui la varianza � 2 non �e nota. Possousare
lo stimatore S2 al posto di � 2? La risposta �e positiva, grazie al lemma 2.2; questo lemma implica anche
che dovremo usarenon i quantili della leggenormale, ma quelli della legget(n � 1).

Prima di eseguireil campionamento, si ottiene la seguente formula

P(

�
�
�
�
�

�X � �
p

S2=n

�
�
�
�
�

< t 1+ �
2

(n � 1)) = �

(dove t 1+ �
2

(n � 1) �e il quantile della legget(n � 1) di Student con n � 1 gradi di libert�a). Possiamoallora
scrivere il seguente intervallo di con�denza al livello � = 0:95

( �X � t 1+ �
2

(n � 1)

r
S2

n
; �X + t 1+ �

2
(n � 1)

r
S2

n
):

Esempio 6.11 Riprendiamo l'esempio precedente, e supponiamo che sia stato osservatoun valore s =
6:1cm per la deviazionestandard campionaria. Allora l'interval lo di con�denza al livello � = 0:95 �e

( �x � t0:975(39)

r
s2

40
; �x + t0:975(39)

r
s2

40
)

e sostituendo i valori numerici (dalle tavole risulta t0:975(39) = 2:02): si ottiene come interval lo di
con�denza (176; 180).

L'in tervallo trovato in questo casorisulta pi�u ampio di quello trovato in precedenza,comepotevamo
aspettarci, visto che ora possiamousaremeno informazione.

4

6.2.2 Stima per in terv alli della media di una popolazione qualsiasi, per grandi
campioni

Nel paragrafo precedente abbiamo ricavato un intervallo di con�denza per la media di una popolazione
normale, con varianza incognita. L'ip otesi di normalit�a �e stata usata per a�ermare che la v.a.

�X � �p
S2 =n

ha

distribuzione t(n � 1).
Come abbiamo gi�a osservato nel corso, di conseguenzaal teorema centrale del limite, se la popo-

lazione non �e normale ma la sua densit�a non �e tropp o asimmetrica, e la numerosit�a del campione �e
abbastanzagrande (diciamo n � 30), la v.a. �X �e approssimativamentenormale, e cos�� la v.a.

�X � �p
S2 =n

ha

approssimativamentedistribuzione t(n � 1).
Di conseguenza,  

�X � t 1+ �
2

(n � 1)

r
S2

n
; �X + t 1+ �

2
(n � 1)

r
S2

n

!

�e un intervallo di con�denza (approssimato) al livello � per � .
Si ricordi in�ne che, se n �e molto grande (diciamo n > 120), si pu�o fare l'ulteriore approssimazione

t(n) � N (0; 1) e utilizzare i quantili della leggenormale standard per approssimarequelli della legget di
Student.

Se invecela varianza � 2 si suppone nota, per campioni abbastanzagrandi (diciamo n � 30), si pu�o
usaredirettamente l'approssimazionenormale

�X � �
� =

p
n

� N (0; 1):
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In questocasol'in tervallo di con�denza (approssimato) al livello � per � �e
�

�X � � 1+ �
2

�
p

n
; �X + � 1+ �

2

�
p

n

�

6.2.3 Stima per in terv alli di una prop orzione (frequenza)

Ritorniamo al casodell'esempio6.6 in cui la popolazione�e bernoulliana, per campioni numerosi (n � 30).
Si vuole quindi stimare il parametro p, che rappresente la frequenza relativa (proporzione) con cui si
presenta un carattere della popolazione.

SeX 1; : : : ; X n �e il campioneestratto da una popolazionebernoulliana B (p), l'approssimazionenormale
della binomiale vale sotto l'ip otesi

np > 5; n(1 � p) > 5:

Poich�e non conosciamoil vero valore di p, possiamosolo veri�care che sia

n�x > 5; n(1 � �x) > 5

(i numeri n �x e n(1 � �x) rappresentano i casi favorevoli e i casi contrari contati nel campione). Se le
condizioni precedenti non sonosoddisfatte, il risultato trovato �e privo di valore.

Sevale l'approssimazionenormale risulta

�X � N (p:
p(1 � p)

n
):

Perci�o, �ssato � 2 (0; 1), risulta

P

 
j �X � pj

p
p(1 � p)=n

< � 1+ �
2

!

' �:

Per calcolare l'in tervallo di con�denza approssimato per p, si preferisceeseguireun'ulteriore approssi-
mazione,stimando la varianza p(1 � p)=n mediante �X (1 � �X )=n. In de�nitiv a, otteniamo comeintervallo
di con�denza approssimatoper p al livello �

 

�X � � 1+ �
2

r
�X (1 � �X )

n
; �X + � 1+ �

2

r
�X (1 � �X )

n

!

:

6.2.4 Stima per in terv alli della varianza di una popolazione normale

Supponiamo di estrarre un campioneX 1; : : : ; X n da una popolazioneche possiamosupporre avere legge
normale N (�; � 2), e di voler determinare l'in tervallo di con�denza, al livello � , per � 2. Sfruttando il
lemma 2.1, possiamoscrivere che

� = P(x2
1� �

2
(n � 1) <

(n � 1)
� 2 S2 < x2

1+ �
2

(n � 1))

da cui ricaviamo che, l'in tervallo di con�denza per � 2 al livello � �e
 

(n � 1)s2

x2
1+ �

2
(n � 1)

;
(n � 1)s2

x2
1� �

2
(n � 1)

!

:

Si osservi che rispetto al valore s2 che costituisce la stima puntuale di � 2, questo intervallo non �e sim-
metrico, ma �e stato costruito in modo da avere code uguali.
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6.2.5 Stima della di�erenza tra le medie di due popolazioni normali

Siano (X 1; : : : ; X n ) e (Y1; : : : ; Ym ) due campioni estratti da popolazioni di leggi normali, di media � X ,
� Y e varianza � 2

X , � 2
Y , rispettivamente.

Siccome �X e �Y sonogli stimatori di � X e � Y , sembra ragionevole (ed infatti pu�o esseredimostrato)
che �X � �Y �e un buon stimatore della di�erenza � X � � Y .

Per ottenere una stima per intervalli, occorre conoscerela distribuzione di �X � �Y . Dalle propriet�a
delle leggi normali si ottiene che

�X � �Y � N (� X � � Y ;
� 2

X

n
+

� 2
Y

m
):

Sele varianze sononote, possiamodedurre che con un livello di �ducia � , un intervallo di con�denza
per la di�erenza � X � � Y �e

 

x̂ � ŷ � � 1+ �
2

r
� 2

X

n
+

� 2
Y

m
; x̂ � ŷ + � 1+ �

2

r
� 2

X

n
+

� 2
Y

m

!

:

Nel casole varianze� 2
X e � 2

Y non sononote, �eabbastanzanaturale tentare di sostituirle con le varianze
campionarie, che di questesono stimatori. Tuttavia, questo �e possibile solo nel casoin cui si supponga
che le varianze (incognite) siano uguali; denotiamo con � 2 il loro valore (comune). Seponiamo

S2 =
n � 1

n + m � 2
S2

X +
m � 1

n + m � 2
S2

Y ;

S2 ha distribuzione � 2 a (n + m � 2) gradi di libert�a ed �e uno stimatore di � 2; otteniamo allora che

�X � �Y � (� X � � Y )
p

S2(1=n + 1=m)
� t(n + m � 2):

Siamo quindi in grado di determinare gli intervalli di con�denza per � X � � Y . Ad esempio,si ottiene

P

 
�X � �Y � (� X � � Y )
p

S2(1=n + 1=m)
< t � (n + m � 2)

!

= �

da cui un intervallo di con�denza al livello � �e

( �x � �y �
p

S2(1=n + 1=m)t � (n + m � 2); + 1 ):

6.3 Esercizi di ricapitolazione

Esercizio.

Trovare gli indici di posizioneper i dati dell'esempio6.2, raggruppati nella tabella seguente

classe x i f i x i f i

1,70-1,74 1,725 1 1,725
1,75-1,79 1,775 1 1,775
1,80-1,84 1,825 5 9,125
1,85-1,89 1,875 3 5,625
1,90-1,94 1,925 2 3,850
1,95-1,99 1,975 0 0
2,00-2,04 2,025 4 8,100
2,05-2,09 2,075 3 6,225
2,10-2,14 2,125 1 2,125

= 20 = 38,550
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Soluzione.

Possiamocalcolare la media dei dati raggruppati nella tabella; le osservazioni di ogni classevengono
approssimateda x i (valore centrale di ogni classe):si ottiene

�x =
1
n

9X

i =1

x i f i =
1
20

38; 550= 1; 928

Per ottenere i quartili, osserviamoche 20=4 = 5 �e intero, quindi Q1 �e la media aritmetica tra x5 e
x6; questi valori sono nella stessaclasse,quindi pongo Q1 uguale al valore centrale di questa classe:
Q1 = 1; 825. La mediana �e pari alla media aritmetica tra x10 e x11,

M = Q2 =
1
2

(1; 825+ 1; 875) = 1; 85

In�ne, si ottiene Q3 = 2; 025
4

Esercizio.

Su una linea soggettaa disturbi casuali, vengonotrasmesse9 copie di un segnale;al termine della linea
vengonoregistrati i valori

5 8.5 12 15 7 9 7.5 6.5 10.5

Determinare un intervallo di con�denza al livello � = 95% per la media � del segnaleinviato.

Esercizio.

Il seguente campione�e estratto da una popolazioneche possiamosupporre di leggi normali, di parametri
(�; � 2), che dobbiamo stimare

1.35 1.79 2.11 2.49 3.16 3.22 3.33 3.57 4.17 4.58

Soluzione.

Stima di � : usiamo comestimatore la media campionaria �X , quindi

�̂ =
1
10

10X

i =1

x i = 2:977

Stima di � 2: usiamo comestimatore la varianza campionaria S2, quindi

s2 =
1
9

10X

i =1

(x i � �̂ )2 = 1:07

Nel casosapessimoil valore vero della media, ad esempio� = 3, allora avremo comestima

�̂ 2 =
1
10

10X

i =1

(x i � � )2 = 0:961

4
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Esercizio.

Un sondaggiodel 16 aprile 2004rip ort�o che il 48% della popolazione, con un margine di errore del 4%,
era favorevole a mantenere le trupp e italiane in Iraq. Cosa signi�ca? Possiamostimare quante persone
furono intervistate?

Soluzione.

Al livello di �ducia � = 95%, l'a�ermazione principale �e che l'in tervallo di con�denza per la proporzione
p di personefavorevoli �e (0:44; 0:52). Sevogliamo risalire ai dati, osserviamoche l'in tervallo di con�denza
viene costruito a partire dalla formula

p 2

 

p̂ � � 1+ �
2

r
p̂(1 � p̂)

n
; p̂ + � 1+ �

2

r
p̂(1 � p̂)

n

!

:

Con i dati forniti dal testo, risulta � 1+ �
2

q
p̂(1 � p̂)

n = 0:04, da cui n ' 600. Sefosserostate intervistate 600
persone,288 avrebbero espressoparere favorevole, 312 parere contrario.

4

Esercizio.

Abbiamo acquistato due impianti di produzione per sferette di acciaio, di cui ci hanno garantito che la
prima �e pi�u precisadella seconda,nel sensoche � 2

A = 40, � 2
B = 100. Abbiamo il sospetto che le sferette

prodotte dalla prima siano pi�u piccole di quelle della seconda;si e�ettua cos�� un campionamento da
entrambe, da cui si ottengono i seguenti dati

tip o A 34 35 36 36 37 38 41 44 44 44 51 52 53 54
tip o B 38 44 46 48 52 52 60 62 64 66 68 70

Si determini un valore x per cui la di�erenza delle medie� B � � A �e superiore a x con con�denza � = 95%.

Soluzione.

Iniziamo con il calcolare le stime puntuali �̂ A = 42; 8 e �̂ B = 55; 8. La v.a.
�X B � �X B � ( � B � � A )p

� 2
A =n A + � 2

B =n B
ha legge

normale standard, da cui

P

 
�X B � �X B � (� B � � A )
p

� 2
A =nA + � 2

B =nB
< � �

!

= � ;

si ottiene un intervallo di con�denza unilatero al livello �
�

�̂ B � �̂ A � � �

q
� 2

A =nA + � 2
B =nB ; + 1

�
3 (� B � � A )

quindi, sostituendo i valori numerici, con con�denza 95% si ha (� B � � A ) > 7:47.
4


