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Intro duzione

Il calcolo delle probabilit a e quella disciplina matematica che a ron ta lo studio di tutti gli esperimenti
(casuali)(*) il cui esitonon e, in un certo istante(?), prevedibile con certezza,ma su cui siamo interessati
a dare un giudizio.

Si parla di probabilit a semprein relazionead un everto; in altre parole si parla sempredi probabilit a di
unaa ermazione. Parleremodi a ermazioni (in sensdato, una negazionesara consideratauna particolare
a ermazione) e di everti comesinonimi. Intenderemola probabilita di un evento un numerotra 0 ed 1,
attribuendo probabilit a O agli everti impossibili e probabilita 1 agli eventi certi.

La de nizione di prokabilita e abbastanzacortroversae diverseteorie sonostate sviluppate in propos-
ito; le rip ortiamo schematicamente nella prossimatabella. Qualunque impostazionesi decidadi accettare
in proposito, vi e comungque un accordogeneralesulla matematica del calcolodelle probabilit a, che viene

preseriata nel prossimo capitolo.

Teoria classica

Formalizzata da Laplace
(1812), e gia implicita in
Galileo, Pascal e Bernoulli,
tra gli altri.

Probabilita di un everto e
il rapporto tra il numero di
casi favorewvoli e il numero
dei casitotali, supposto che
essisiano ugualmerte possi-
bili

Teoria frequertista |

Si basa sulla legge empir-

ica del casa in una se-
rie di prove ripetute, tutte

nelle stessecondizioni, cias-
cuno degli everti possibili si
preserta con una frequenza
che, al cresceredel numero
delle prove, approssima la
sua probabilit a.

Probabilit a di un everto eil

limite cuitende la frequenza
al divergeredel numerodelle
prove rip etute

Teoria soggettiva

Probabilita di un evernto e
la misura del grado di du-

cia che un individuo coer-
erte attribuisce, secondole
sue informazioni e opinioni,
al veri carsi dell'everto.

Si  consideri anche la
seguere interpretazione,
dovuta a De Finetti: proba-
bilit a di un everto eil prezzo
equo che un individuo e
diposto a pagare per ot-
tenere una vincita unitaria
al vericarsi dell'evento.
Con prezzo equo si intende
il prezzo per cui l'individuo
e disposto sia a fare la
scommessache a riceverla

Nelle prossimepagine intro durremo la teoria assiomatia del calcolo delle probabilit a. Vogliamo pero
dare subito un esempiodi quelli che sonogli spazidi probabilit a fondamertali, ovveroquelli piu importanti
sia dal punto di vista teorico che applicativo.

1A secondadei casi useremo, invece dell'aggettiv o casuale, il termine aleatorio (dal latino alea: dado) o stocastico (dal
greco 00 : bersaglio, mira, congettura)

2indip endentemente dal fatto che I'esperimento sia stato gia completato o meno, e neanche intendendo che debba essere
necessariamerte e ettuato
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Spazio campionario nito. Il lancio di un dado
I NN EE N RSN
e un fenomenocasuale,a cui ass@iamolo spaziocampionario = f1;2;:::;6g. In manieraanaloga,

spazi campionari niti corrispondono al lancio di una moneta, all'estrazione di una carta da un
mazzoo di una pallina da un'urna (estrazionedel lotto).

Solitamente, non avremo ragioni per giudicare in maniera diversai possibili esiti dell'esperimento.
Se possieden elemerti, porremo P(x) = 1=n, dove x 2 ; questasceltaci determina in maniera
univoca la misura di probabilit a.

Spazio di Poisson. Abbiamo ora a che fare con un esperimento i cui possibili esiti sonotutti i numeri
interi maggiori o uguali a zero. Consideriamo ad esempioil numero di chiamate in coda ad un
certralino ad un dato istante: non abbiamo ragione per ritenere che possaessere ssato un nu-
mero massimodi possibili chiamate, ma non sara possibileritenere tutti gli esiti equiprobabili. La
variabile aleatoria connessacon questo esempioe detta avere distribuzione di Poisson.

Spazio di Bernoulli. Due giocatori prendono parte ad un gioco; lanciando a turno una moneta, |l
vincitore e colui che per primo ottiene lo stessorisultato del lancio precederte. | possibili esiti del
gioco sonodescritti dal seguerte schema:

tt, ctt, tctt, ctctt, :::
c¢, tcc, cteg, tetee, :::

Inoltre, possiamopensareche le faccedella moneta cortinuino ad alternarsi, seguendouno dei due
schemi

tctetet @12, ctetete:::

Lo spaziocampionario che corrisponde al nostro \esperimento” e de nito dall'insieme di tutte le
successionf x;g di f c;tg, con la corvenzioneche al lancio i e uscito comerisultato x;, ed e in nito.
Consideriamo, per ogni j ssato, la proiezione X; che ad ogni elemero fx;g di  ass@ia X; .
L'evento fX; = tg rappreseria allora tutte gli elemerti di  in cui escetesta al lancio j. Vogliamo
chein A siano cortenuti, in primo luogo, gli everti del tipo fX; = tg. Allora anche gli everti del
tipo fX; = cg appartengonoad A, cos comegli everti del tipo

fX1=x10\ \ fXh = Xn0:

Cercheremouna misura di probabilit a che, per ogni n ssato, ad ogni everto di questotip o assia
il valore (3)". Fortunatamente, una tale misura esiste,ma la dimostrazione della sua esistenzanon
e per nulla banale!

Spazio uniforme. Consideriamola scelta di un numero reale a casonell'intervallo [; ]. Indichiamo
con U il numero scelto. Lo spazio campione coincidera con l'intervallo [; ], mertre vorremo
che sianoin A tutti gli eventi deltipofU tgperognit2 [; ] Inoltre, sesupponiamo cheil
numero sia scelto con probabilit a uniforme all'interno dell'intervallo, la probabilit a che il numero
scelto appartenga ad un dato intervallo [x; y] dipendera solo dalla sualunghezzay X, e quindi

P(U2[><:y])=y X Xy




Chapter 1

La teoria assiomatica del calcolo
delle probablilit a

1.1 Concetti chiave
1.1.1 Evento

Evento e un possibilerisultato di un esgerimento concettuale, con cio intendendo che non ci interessache
I'esperimento sia stato realizzato o meno, o che non sia neande realizzabile in pratica. La de nizione
degli everti caratterizza I'esperimento, e viceversanon si puo dare una de nizione di evento senzariferirsi
a un esperimento.

1.1.2 Spazio di probabilit a
E unaterna ( ;A;P) che formalizza tutte le nostre conoscenzesull'esperimento. Allora:
spaziocampionario, cortiene tutti i possibili esiti dell'esperimento;

A: una collezionedi sottoinsiemidi  (formalmente, una -algebra), che cortiene tutti gli everti a cui
possiamoassegnareuna probabilita. A dewve veri care le segueti proprieta:

1. 2A;

2. e stabile per passaggioal complemenare A 2 A =) A°®2 A; s

3. ?ftabile per unione (e intersezione)innita; seA; 2 A, i = 1;2;:::, allora i1:1 A 2 A,
. A 2 A.
i=1 M

P: una misura di probabilita su ( ;A), ossiauna funzione che assegnaad ogni elemernio A 2 A un
numero P(A). Si dewe veri care che:

1. P(A) OperogniA2AeP() =1, s

2. gf\i, i = 1;2;::: eunacollezionedi elemeri di A a due a due disgiunti, allora P( i1:l A=
1 P(A)).
i=1 [

Vogliamo sottolineare come nella scelta dello spaziodi probabilit a, vi sia una notevole dosedi arbi-
trariet a. Cio, innanzitutto, perche non e necessariamete univoca la scelta dello spaziocampionario. Nel
casodel lancio di un dado, si potra prendere = f1;2;:::;6g, ma altrettan to legittima sarebke scegliere

=10;12;:::0.
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Inoltre, una volta ssato l'insieme , la sceltadella famiglia A e aribtraria e dipende essenzialmente
dal criterio con cui decidiamo che alcuni possibili esiti sonointeressari ed altri no, ossiadal criterio con
cui scegliamogli everti da porre in essa.

In ne, ancoramenoscortata e la sceltadella misura di probabilit a P, che dipendedal nostro giudizio
sul possibile esito dell'esperimerto.

La scelta del \modello matematico" ( ;A;P) e { in ogni caso {
un'operazionepre-matematica. Chiedersiseuna certa sceltasia\giusta o
sbagliata" non ha dunque senso:o perlomenonon ha lo stessosensoche
chiedersisesonogiusti o shagliati determinati conti eseguiti nell'ambito
di un particolare modello scelto (1)

Teoremi di base
la probabilit a dell'evento impossibilee nulla: P(;) = O.

Un evento ed il suo complemerio riempiono lo spazio (hoto anche cometeorema delle probabilita
totali):
P(A\ B)+ P(A®\ B) = P(B)

In particolare,
P(A)+ P(A9 =1

La probabilit a dell'unione di due everti qualsiasie data dalla formula
P(A[ B)=P(A)+ P(B) P(A\ B)
che possiamoesprimeredicendo che la probabilit a dell'evento intersezioneva corntata una solavolta.

SeB AalloraP(B) P(A): quandol'evento B e contenuto in A il vericarsi del primo implica
il secondo.

Osserviamoche (A[ B)¢ = A®\ B€: siottiene allora P([  Ap) =1 P\ AS).

1.1.3 Probabilit a condizionata

Per quanto abbiamo visto nora, la teoria delle probabilit a senbra essereuna parte dell'analisi. 1l punto
che la di erenzia eil concetto di probabilit a condizionata, che svilupperemoin questasezione.Vogliamo
rispondere alla seguette domanda. Supponiamo di avere assegnatouna misura di probabilita su uno
spazio campionario , e di venire a conoscenzache un evento E e occorso. Come dobbiamo allora
modi care le probabilit a dei restanti eventi?

Ad un evento F possiamoassegnaredue probabilit a: una probabilit a a priori P(F), che F possiedein

€ una nuova probabilit a, valutata appunto nell'ip otesi che E sia avvenuto, che chiameremo\probabilit a
condizionata di F dato E", e che indicheremocon P(F j E).

Esempio 1.1 Consideriamo I'esperimento di lanciare un dado. Sia X il risultato. Fissiamo I'evento
F \esce il numero 6", e sia E I'evento \esce un numero maggiore di 4". A priori, tutti gli esiti sono
equiprobabili, quindi assgneremo P(F) = 1=6. Supmniamo ora che, dop aver lanciato il dado, qualcuno
ci informi chee accaduto E. Questolascia due soli possibili risultati; 5 e 6. Senzaulteriori informazioni,
dovremo ancora pensale che gli esiti siano equiprobabili, quindi la nuova prokabilita che assgnamoa F
sara 1=2, ossiaP(F j E) = 1=2.

4

1Giorgio Letta, Pr obabilit a element are , Zanichelli Editore, 1993
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Figure 1.1: Diagramma di Venn

La probabilit a condizionata dell'evento F, sapendo avvenuto I'evento E, si indica con la notazione
P(F jE) everica

P(FjE) P(E)=P(E\ F): (1.1)
Nel casoP(E) > 0, P(F j E) e univocamerte de nita dalla relazione (1.1):
. _ P(E\ F).
Piu in generale,seAj; Az;:::; Ay sonoeverti, la probabilit a della loro intersezionee data (in termini

di probabilit a condizionate) dalla seguete formula (formula della moltiplicazione)
P(A1\ Ax\ \ Ap) = P(AD)P(A2 j AD)P(Aszj AL\ Ag):iiP(An j AL \ An 1):
Di questaformula si puo dare una dimostrazione per induzione.

Esempio 1.2 Ritorniamo al casoconsiderto nell'esempio 1.1; vogliamo giusti ¢ are la de nizione (1.1).
Supmniamo di aver e ettuato numerose prove di estrazione, e indichiamo con N, (E) il nhumero di volte
in cui si verica l'evento E in n ripetizioni. Se considero solo gli N, (E) tentativi in cui e accaduto E,
l'evento F e avvenutoN,(E \ F) volte; la frequenzarelativa allora veri c a

Nn(E\ F) _ Nn(E\ F)=nny P(E\ F),
Nn (E) Nn(E)=n ~ P(E) °
il primo termine e una misura della prokabilita dell'evento F sagendo che E e accaduto, come volevamo

mostrare.
Calooliamo in ne il valore di P(F j E) con l'aiuto della de nizione (1.1):
PEVF) 16 1

P(FJE):ﬁ—Z—%—E

Il problema delle due monete.

Lanciamo due monete uguali ed equilibrate. (a) Qual e la probabilit a che escanodue teste, sapendo che
la prima moneta mostra testa? (b) Qual e la probabilit a che escanodue teste, sapendo che almeno una
moneta mostra testa?

Per quanto possasenbrare paradossalele due domandenon sonoequivalenti e conduconoa risposte
diverse. Indichiamo con A e B gli everti: la prima (risp. la seconda)moneta mostra testa. (a) Osserviamo
che l'uscita di due teste e equivalente all'everto A\ B; allora P(A\ B j A) = % = g = % In

P(A\ B) _ 1=4 1

guesto casodobbiamo calcolareP(A\ B jA[ B) =

P(A[B) ~ 3=4 — 3°
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Il paradosso dei compleanni.

In un'urna = f1;2;:::;sg vengonoscelti a cason elemerii. Ogni elemeno e riposto nell'urna una
volta estratto. Calcolare la probabilit a dell'evento A = "gli elemeri estratti sonotutti diversitra loro".
Poniamo Ak = "il k-esimoelemenio estratto e diversodai precedeni". Ovviamente
S . s 1 . s 2
P(A1) = - L P(Azj A1) = —~ P(Azj A1\ Az) = —~
. S n+1
P(ArjAL \ \ Ay 1) = ?:

Quindi, per la formula della moltiplicazione:

s(s 1)(s 2):::(s n+ 1)

P(A) = -

(®)
Questoesempiovisto ci mostra comela leggedella moltiplicazione permetta di risolvereproblemi evitando
le insidie e le di colt a del calcolo combinatorio.

La formula precederie permette di risolvere il classicoproblema dei compleanni quando s = 365.
Infatti
(365)n
369

e la probabilit a che tra n personescelte a casove ne siano almeno due che festeggianoil compleannolo
stessogiorno. Sempli cando, faremo I'ip otesi che ogni personaabbia probabilit a 1/365 di nascerein uno
qualsiasidei giorni dell'anno (ed escluderemagli anni bisestili). La seguere tabella fornisce alcuni valori
numerici:

1

n 10 22 23 40 50 60 70
Pl .117| .476 | .507 | .891 | .970 | .994 | .999

Contrariamente a quanto si potrebbe pensare,basta un insiemedi 23 personeperche la probabilit a
che due di essefestegginoil compleannolo stessogiorno (a parte I'anno, naturalmente) sia maggioredel
50%; con 70 persone,la probabilit a che non vi siano sovrapposizioni e inferiore a un millesimo.

Formula di Bayes

Si tratta di una formula di frequerte utilizzo nelle applicazioni, che seguefacilmente dalla de nizione di
probabilit a condizionata. Supponiamo che fH;gl\; sia una partizione di : gli H; sonoeventi a due a
due disgiunti, di probabilit a positiva, la cui unione e tutto . SiaB un evento di probabilit a positiva, e
supponiamo di conoscereP(B j H;) per ognii. Quanto vale P(H; j B)? si ottiene:

P(H)P(B j Hi) _ _ P(H)P(B j Hi)
P(B) "L, P(H{)P(B | Hj)

P(H, | B) =

Questa formula ha una interpretazione suggestiva in termini di causee e etto. Indichiamo con H; le
possibili \cause" dell'evento B. Allora ci interessasapere qual e la probabilit a che I'everto H; sia stato
la \causa" di B sapendoche B e occorso.

2Si noti che il numeratore s(s 1)(s 2):::(s n+ 1), abbreviato spessocon la scrittura (s)n, chiamato fattoriale
decrescerie, e anche il numero di parole lunghe n su un alfabeto di s lettere, con lettere tutte distinte, oppure e il numero
di disposizioni (semplici) di s oggetti presi n volte.
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Esempio 1.3 Sisupmngachenel rispondere ad una domanda,cheha s risposte, uno studenteconosa la
risposta esatta con probabilita p e non la conos@ con protabilita 1 p. Selo studenteconose la risposta
sia 1 la prokabilita che risponda esattamente, se invece non la sa, sia 1=s la probabilita che indovini.
Determinare la prokabilita che lo studente conosa@ la risposta nell'ip otesi che abbiarisposto esattamente.

Ad esempio,uno studenteliceale alla ne del'anno smlastico, prima degli scrutini, ha un voto medio
uguale a 5 e rischia di essee rimandato in quela materia. Il professoe gli fa una domanda con solo
due risposte per aumentargli il voto, e quindi promuoverlo, nel caso che risponda bene. Selo studente
risponde esattamente,quale dovreble essee ora il voto?

Il problema si risolve rapidamente con la leggedi Bayes. Consideriamogli everti H = \lo studente
conoscela risposta” ; A = \lo studerte risponde esattamerte” cos che P(H) = p, P(A j H) = 1,

P(AjH®) = 1=s, ne segueP(H j A) = T props
Nel casodello studente liceale,es= 2 e p = 0:5. Infatti uno studente con voto 5 ha probabilita 5=10
di rispondereesattamerte: questae una misura della suabravura. Serispondeesattamerte alla domanda

del docerte il suovoto eora P(H j A) = 2=3"' 0;666, cioe quasi 7.
4

1.1.4 Indip endenza

Due everti A eB sidiconoindip enderti see soloseP(A\ B) = P(A)P(B). L'indip endenzaequivale a dire
chela conoscenzali uno dei due everti non cambia la probabilit a dell'altro, quindi sihaP(A j B) = P(A),

P(B j A) = P(B).
Questade nizione si estendea piu everti comesegue:gli everti Ap; Az;:::; Ay sonoindipenderti se
per ogni sceltadi indici i1;:::;ik, tutti distinti e compresitra 1 e N, si ha

P(Ail\ \ Aik) = P(Ail) P(Aik)i

Esempio 1.4 Suppniamo di avere una moneta che dia testa con prokabilita p, e croce con prokabilita
g= 1 p. Supmniamo ancheche questamoneta sia lanciata duevolte. E ragionevoleassgnare all'uscita
di (t;t) la probabilita p?, alluscita di (t; ¢) la probabilita pg, e cos via. Sia E l'evento che es@ testa
al primo lancio e F l'evento e uscito croce al secondo lancio. Vogliamo veri ¢ are che con le prokabilita
ass@nate, i due eventi sono indipendenti, come ci possiamo asyettare.
AbbiamoP(E) = p?+pqg= p, P(F) = pg+ ¢® = g. Inne, P(E\ F) = pq, quindi P(E\ F) = P(E)P(F).
4

Esempio 1.5 Non e sempee cos evidentea priori se due eventi sono indipendenti. Consideriamo una
moneta perfettamente bilanciata, che viene lanciata due volte. Consideriamo gli eventi A = \al primo
lancio es@ testa” e B = \i duelanci sonouguali”. Allora

P(B\ A) _ Pf(t; t)g 1= 1

PBIA = 5y = FGuicog 12 2 T

Quindi A e B sonoindipendenti, ancheseil risultato non era cos owvio.
4

Esempio 1.6 Per concluder, diamo un esempiodi eventi che non sonoindipendenti. Nell'esperimento
precedente, siano | I'evento \al primo lancio ese@ testa" e J = \escono due teste". Allora P(l) = %
e PQ) = %. L'evento I \ J e I'evento \escono due teste" ed ha prokabilita %. Allora | e J non sono
indipendenti dato che P(1)P(J) = % 6 P(1\ J).

4
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Esempio 1.7 La proprieta di indipendenzanon si conservacambiandola misura di probabilita. Costru-
iamo un esempioin cui A e B sono indipendenti rispetto a P, E e un evento,e P(A j E)P(B j E) 6
P(A\ BjE).

A\® @B\E
& %o
@

@

Nel quadmto [0; 1] [0;1], sia A l'evento fX < Yg, siaB l'eventofX + Y 1g: sonoindipendenti,
dato che P(A) = P(B) = 3, P(A\ B) = %. Consideriamo I'evento E = fY  2g. Allora P(A j E) =
P(BjE)= % maP(A\ BjE)=0.

4

1.2 Calcolo combinatorio

Nello studio dei piu semplici giochi, estrazionio problemi di ordinamento, saremoportati a trattare spazi
campionari niti, in cui attribuiamo la stessaprobabilita a tutti gli esiti elemenari. Per calcolare la
probabilit a di un evento A bastera allora dividere il numero di punti contenuti in A (casi favorevoli) per
il numero totale di punti di  (casi totali). Questosi puo ottenere piu facilmente seguendopoche regole
che vogliamo ora introdurre.

De nizioni

Si dice disp osizione di n oggetti di classek (k n) ogni ordinamento (sequenzaordinata) di k oggetti
scelti tra n senzarip etizioni.
Indichiamo con D} il numero di tali disposizioni:

nt
(n k)

Due disposizioni possonodi erire o per gli oggetti contenuti o per I'ordine degli oggetti stessi.
Sen = k abbiamo le perm utazioni di n oggetti:

D =(nk=n(n 1)(n 2):::(n k+1)=

Pn=Dp = n!(®)

3Questo numero e detto n fattoriale, ed euguale an!'=n (n 1) 2 1. L'espressione 0! e de nita esserel per
rendere piu semplici alcune formule. Diamo i primi valori di questa funzione:

n| n || n| n!

0 1 6 720

1 1 7 5040

2 2 8 40320

3 6 9 362880

4| 24 10 | 3628800

5 | 120

Si osservi come questa funzione cresce molto rapidamente.
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Possiamoanche sceglierek oggetti tra gli n con rip etizione; ogni sceltaviene e ettuata sull'intera popo-
lazione, cosicdie ogni elemeno puo essereestratto piu volte. Ognuno dele k scelte puo esseree ettuata
in n modi, cos esistonon® disposizioni con rip etizione.

Sia E un insiemedi n elemeri. Si dice combinazione di classek tra n oggetti ogni sottoinsiemedi E
costituito da k elemeri. Indichiamo con C? il numero di tali sottoinsiemi:

. n _ n! _i n.
Ce= oy " (n k)!k!_k!D"'

1.2.1 Congurazioni di particelle
Statistica di Bose-Einstein.

Consideriamoun sistemadi n particelle indistinguibili; dividiamo questeparticelle in s regioni, in modo
che ognuna delle particelle cadain una e una solaregione. Lo stato del sistemae descritto dal numero
delle particelle in ognuna delle regioni, quindi e de nito univocamerte dal vettore (ny;:::;ns), dove ng
e il numerodi particelle nella regionek, k = 1;:::;s.

De niamo su questosistemala statistica di Bose-Einstein, ossiade niamo gli everti elemenari come
tutte le con gurazioni distinte di particelle, ad ognuna delle quali assegnamda stessaprobabilit a.

O

Vogliamo calcolare quante sonole con gurazioni distinte.

Pensiamoalle scatole come agli intervalli tra (s + 1) sbarre, e usiamo un asterisco* per le palline.
I simboloj j | |jj identica la con gurazione precedete, in cui una pallina e nella scatola a, due
nella scatola b, due nella c e nessunanella scatolad. La distribuzione delle palline nelle scatolee ssata
nel momerto in cui abbiamo ssato i posti in cui troviamo gli asteristhi. Ma vi sonon + s 1 posizioni
possibili per gli asterisci, quindi il numero di possibili con gurazioni e

Cn+s 1_ n+s 1
n n

Statistica di Fermi-Dirac.

De niamo su un sistemadi n particelle e s regioni la statistica di Fermi-Dir ac, in cui si assumeche
non piu di una particella puo occupare una regione
e tutte le con gurazioni possibili sonoequiprobabili.
Particelle atomiche, comead esempiogli elettroni, sonosoggettealla statistica di Fermi-Dirac; i fotoni,
al contrario, sonosoggetti alla statistica di Bose-Einstein.

L'espressione n! entrera in molti conti, e avremo bisogno di stimare il suo valore quando n e grande. Chiaramente, non
e possibile, praticamente, dare il risultato esatto in questo caso. Useremo invece la formula di Stirling , che permette di
approssimare n! quando n e grande con l'espressione

pin n:

nl' 2 nn"e 1.2)
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Esempio 1.8 Vogliamo trovare il numero di con gur azioni (equiprobabili) di n particelle divise in s
regioni, saygettealla statistica di Fermi-Dir ac. Lo stato del sistemae identi ¢ ato dalle regioni occupate;
le con gur azioni distinte sono

cs =

Statistica di Maxw ell-Boltzmann.

Nel casodi particelle distinguibili, si ricade nel caso classico;si parla allora di statistica di Maxwel-
Boltzmann. Si gettano a cason biglie in s scatole (disposizione) o si formano parole lunghe n con un
alfabeto di s lettere.

Ad esempio,alla disposizionedi 5 biglie in 4 scatolea, b, ¢, d: la prima e la terza nella scatolab, la
secondae la quinta in ¢, la quarta in a,

© |Tg/®

corrisponde la parola bcbac In tal casolo spaziocampionario ha s" elemeri.



Chapter 2

Variabili aleatorie o casuall

2.1 Variabili aleatorie reali

Al termine di un esperimento, si e spessocondotti a consideraredelle quantit a scalari che sonofunzioni
dell'esito dell'esperimento stesso,piuttosto che gli everti stesside niti  dall'esperimento. Si usa parlare
allora di variabili casualiquandoi possibili risultati dell'esperimento sonoesprimibili mediante numeri.
Potremo dire coincisamerte: variabile aleatoria o casualee una funzione sullo spaziodi probabilit a ai
cui valori si assaia la probabilit a del loro manifestarsi, e tale che due valori distinti vanno considerati
comeeverti escludenesi a vicenda, e l'insieme dei valori considerati esauriscetutte le possibilita.

De nizione

L'applicazione X : I R e una variabile casualesullo spazio di probabilita ( ;A;P) segli everti
X x):
X x)=fl'2 X() xg=X Q1 1:x]

sonocontenuti in A per ognix 2 R.

Le variabili aleatorie sono de nite, in pratica, assegnandda loro funzione di ripartizione F(x) =
P(X  x). Due patrticolari tipi di variabili aleatorie hanno il massimointeressenelle applicazioni:

(a) la funzione di ripartizione F(x) e una funzione a scalini: la variabile aleatoria assciata e detta
variabile aleatoria discreta;

(b) la funzione di ripartizione F(x) e una primitiva di una funzionef (x) 0. In tal casosi parla di
variabile aleatoria continua. La funzionef (x) prendeil nome di densita di probabilit a.

2.1.1 Funzione di ripartizione

La funzione di ripartizione di una variabile aleatoria X viene de nita comela probabilit a che si manifesti
un qualungue valore della variabile aleatoria non superiore ad un valore pre ssato x:

Fx (X)= F(x) = P(X Xx):
La funzione di ripartizione di una genericavariabile casualeX ha le segueini proprieta:

(@ lm F()=0, lim F() =1

11
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(b) F euna funzione monotona non decrescete: F(x) F(y) sex < y. Infatti, valeil corrisponderte
ordinamernto tra gli insiemi: (X x) (X y)sex<y.

(c) perognipunto x 2 R sonode niti i limiti

Iim)F(x )= F(x ); Ii&mOF(x+ )= F(x"):

La funzione di ripartizione e continua a destra:
F(x") = F(x)

perognix 2 R; sihainoltre F(x ) F(x). | punti in cui vale la diseguaglianzastretta: F(x ) <
F (x) sonoal piu unain nit a numerabile e in tali punti si ha

PX=x)=F(X) F(x);

che si legge: il valore del salto della funzione di ripartizione in un punto di discortinuita x 2 R
corrisponde alla probabilit a che la variabile aleatoria assumail valore x;

(d) seesistonodue punti a;b2 R per cui F(a) = 0, F(b) = 1, allora la variabile aleatoria assumecon
certezzavalori nell'intervallo [a;b], e viceversa.

Densit a di probabilit a
Una funzione realef (x) e una densita di probabilit a se:

(a) assumevalori non negativi: f (x) O;
z

(b) ha\massa" totale 1: f(x)dx = 1.
R

Si parlera di densita di probabilit ain relazionealle variabili aleatorie cortinue. In particolare, data la
funzione di ripartizione F (x) di una variabile di tale genere,la funzionef (x) = ‘é—i(x) ela sua®®) funzione
densita di probabilit a.

Data una funzione densita, e possibilerisalire alla funzione di ripartizione tramite un integrale:

Z X
F(x) = f(t)dt:
1

In altre parole, F (x) ela primitiv a di f (x) determinata dalle condizioniF(1 )= 0,F(+1 )= 1.

Osserviamoora che per una variabile aleatoria continua X, con densita f (x), per ogni punto x 2 R
si ha P(X = x) = 0, quindi f (x) non rappreseria certamerte questa probabilita. La funzione f (x)
non rappresera la probabilit a di alcun evento riguardante la variabile aleatoria X . Solo quando viene
integrata, ad esempiosu un intervallo | = [x; x + dx], essarappreserta una probabilit a.

2.1.2 Variabili aleatorie discrete

Indicheremo con variabile aleatoria discreta una variabile aleatoria la cui funzione di ripartizione ha la
seguete proprieta:

la funzione di ripartizione F(x) e una funzione a scalini: esisteun insiemedi punti di discortinuita
fXxngin cuila dierenza tra i limiti destro e sinistro e positiva, mentre tra due punti di discortinuita
la funzione assumevalore costarte.

1con cio intendendo che e univocamente determinata dalla funzione di ripartizione, e, viceversa
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Ne risulta che l'insieme dei possibili valori fx,, g che la variabile assumecon probabilit a positiva ha
cardinalita al piu in nitamen te numerabile. Parleremo allora di \distribuzione" della variabile aleatoria
X intendendo l'insieme delle coppief (Xn; pn)g, dove p, = P(X = X;,).

Ogni insieme nito o in nito  numerabile di numeri positivi p;, compresitra 0 e 1 e soddisfacerti la
condizione X

pi=1 (2.1)
I
puo essereutilizzato per de nire una variabile aleatoria discreta. Bastera, atal ne, assaiare ognuno di
questi valori a un particolare valore della variabile.

Esempio 2.1 Consideriamo il lancio di una moneta avente protabilita p di ottenere testa. Diremo
variabile aleatoria di Bernoulli la variabile che assumevalore 1 nel caso es@ testa, e valore 0 nel caso
es@ croce, 0ssia

PX=0=q9g=1 p; P(X =1)=p:

Distribuzione binomiale

Consideriamo una variabile casualeX che puo assumeretutti i valori interi k compresitra O e n, e le
corrisponderti probabilit a siano date dalla formula

n
PX=k= | pd "

dove0O< p<1,9g=1 p.
Si ossena che le singole probabilit a px sonodate dai termini dello sviluppo del binomio

n X n k~n Kk
(p+ Q" = K Pa
k=0
Ossenando che (p+ )" = 1" = 1, si ricava immediatamente che la condizione (2.1) e soddisfatta.
In questo caso,la funzione di ripartizione e esprimibile solo tramite la sommaparziale

X
F(x) = Epkqn ke ] x<j+1 0 x

k=0

eF(X)=0perx<0,F(x)=1perx n.

di una moneta: P(I; = 1) = p e la probabilita che es@ testa, P(I; = 0) = q= 1 p e la prokabilita che
es@a croce. Allora S, =11+ 1o+ + I, il numero di teste (=successi) sugli n lanci della moneta. Si
dimostra che per ogni k = 0; 1; 2;:::;;n, la probabilita P(S, = k) di aver k teste su n lanci, vale

P(Sh = k) = E P p)" X (Bernoulli, 1713)

Infatti, p<(1 p)" * ela prokabilita di avere un numero di teste ugualea k, ed n  k croci, in un ordine
speci ¢ ato. Ma vi sono E modi di scegliere tra gli n lanci queik in cui fare uscire le teste. Da qui il
prodotto.

4
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Distribuzione  geometrica

Nota. E utile ricordare la sommadella seriegeometrica: perogni 1< < 1,vale

p(1 p)", dove p e un parametro che si puo supporre noto e tale che 0 < p < 1. La variabile aleatoria X
e quindi de nita da
PX =n)=pl p"; n=0;1;2;:::
e viene detta distribuzione geometricadi parametro p.
La funzione di ripartizione e

_ 0; x<0
FO) = 1 (1 p"t, n x<n+1

Distribuzione di Poisson

Sia un numero positivo. La distribuzione di Poissondi parametro e de nita da

n

P(X=n)=¢e W; n=20;1,2;:::

La proprieta (2.1) siveri ca facilmente attraversolo sviluppo in seriedi Taylor dellafunzione esponenziale:

In molti esperimerti, il contare il numero di rip etizioni di un fenomenopuo esseremodellato da una
variabile di Poisson. Ad esempio,il numero di particelle radioattive che decadonoin un intervallo di
tempo ssato, il numero di chiamate in arrivo ad un certralino, il numero di errori di stampa in una
pagina di libro, sonotutti fenomeniche sappiamo (dall'esperienza) poter esseremodellati con questa
distribuzione.

Esempio 2.3 In molti casi, la distribuzione di Poisson puo essee usata come approssimazioneper una
distribuzione binomiale di parametri n e p, con n molto grande e p piccolo. Si parla allora di leggedggli
eventi rari; un sensopreciso a questoverra dato nella Sezione3.1.1.

4

2.1.3 Variabili aleatorie contin ue

In molte situazioni, e naturale considerarele variabili aleatorie (ad esempio, nella misura di quantit a
sic he, comela massa,la distanza o il tempo) \continue" piuttosto che discrete. Intuitiv amerte, possiamo
de nire una variabile aleatoria continua X suuno spazio comeuna funzione X (! ) tale che

P(X =x)=0; X2 R;

ossia,tale che X assumaogni speci co valore con probabilit a nulla. Questaproprieta si manifestaquando
la funzione di ripartizione e continua in ogni punto, ma non necessariamete ammette densita.
In e etti, per ragioni di semplicita matematica, richiederemoqualcosadi piu.
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De nizione.

X euna variabile aleatoria contin ua see solosela suafunzionedi ripartizione e assolutamerte cortinua(?).

In molti casi, le proprieta delle variabili aleatorie continue sono de nite in termini della funzione
densita di probabilit a.

Distribuzione esponenziale

La densita di probabilit a di una variabile averte distribuzione espnenzialee data da

0; X< 0;
F() = e *; x O

La corrisponderte funzione di ripartizione e

0; X< 0O;
F(x) = 1 e X; x O

Le distribuzioni espnenzialiappaiononaturalmente nello studio dei tempi di decadimerio di fenomeni
radioattivi edin altri modelli che riguardano tempi d'attesa, comeil tempo di attesa prima della rottura
di un'apparecdiatura, il tempo trascorsoin una coda, ecc.

Un'imp ortante proprieta delle distribuzioni esponenziali e che, se X e una tale variabile,

P(X > a+ b =P(X > aP(X > b); a 0 b O
Una forma piu suggestiva, ma equivalente, della relazione precedette si scrive
P(X > a+ bjX > a)=P(X > b); a 0 b O (2.2)

Pensiamoa X comeil tempo necessarioperche un‘apparecdiatura si rompa; allora, condizionato al
fatto di non avere avuto rotture no al tempo a, la probabilita di non avere rotture per altre b unita
di tempo e pari alla probabilit a di non avere rotture nelle prime b unita di tempo. Questo implica che
I'invecdiiamento del pezzonon modi ca (non aumerta ne diminuisce)la probabilit a di rotture in un certo
intervallo.

In ne, sia X e una variabile aleatoria, non negativa, per cui e veri cata la (2.2): allora:

oP(X = 0)= 1,

oppure X ha distribuzione esponenziale.

Distribuzione gaussiana o normale

La distribuzione Gaussianapossiedemolte interessani proprieta, cos, spesso,variabili aleatoriedi cui non
si conoscela distribuzione sono supposte essereGaussiane,soprattutto in sica e astronomia. Sebkene
gquesta possaessereun'ip otesi errata, e sovente una buona approssimazione,grazie ad un risultato sor-
prenderte noto cometeorema limite centrale. Questoteoremaa erma che la distribuzione della somma
di un gran numero di variabili aleatorie indipendenti, che possiedonomedia e varianza nita, tende alla
distribuzione Gaussiana. Molti esperimenti \classici", comela distribuzione dei voti di un esame,le al-
tezze di una classedi popolazione, ecc.,seguonoa grandi linee una distribuzione Gaussiana,con pochi
elemerti estremi e molti elemerii vicino alla media.

ungsto ci conserte di a ermare che F (x) e derivabile per quasi ogni x e che la sua derivata f (x) e la densita di probabilit a
X
di X: f(t)dt = F(x)
1
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La distribuzione Gaussianastandard, che indichiamo con il simbolo N (0;1), e de nita tramite la
funzione densita di probabilit a
VY =t 1.2
(x) = p? exp 2x
Questa densita e chiaramente una funzione simmetrica rispetto all'origine.
Non si puo esprimereuna primitiv a di e X*=2 i termini niti; e tutta via possibileveri care che' (x)
ha \massa" totale 1. | valori della funzione di ripartizione ( x) sonoriportati in apposite tavole. In
particolare,dato che' e simmetrica, e necessariamete (0) = 1 edinoltre

(x)=1 ( x); X2 R:

Sia ora X una variabile aleatoria con distribuzione Gaussianastandard e poniamoY = m+ X,
> 0. Si puo allora veri care cheY ha densita di probabilit a

. a1 1 2
v(y) = pﬁexp ﬁ(y m)

e la distribuzione Gaussianacorrisponderte siindica conN (m; 2). Dato che non abbiamo ancoraparlato
di media e varianza, per il momerto pensiamoam e comedue parametri che indicizzano la classedelle
distribuzioni Gaussiane.

Vedremo piu avanti altre proprieta delle distribuzioni Gaussiane. Per il momerto, ci limitiamo a
ossenare che la sommadi variabili Gaussianeindipenderti e ancora una variabile Gaussiana:SeX 1, X2
sono variabili Gaussianeindipenderti, di distribuzione N (m;; ?) peri = 1;2, allora Y = X1 + X, ha
distribuzione N (my + my; 2+ 32).

2.2 Vettori aleatori

Nell'introdurre il concettodi variabile aleatoria, si e ossenato che al termine di un esperimento e possibile
esserdnteressatia piu aspetti dello stesso,il che conducea de nire piu funzioni X 1(! ), X2(! ), ecc.,sullo
stessospazio( ;A;P). Sesiconsideranosimultaneamentei valori assuni dalle funzioni X 1, X, ecc.,il
risultato sara un vettore aleatorio (X 1(! ); X2(!);::1).

Come nel casoscalare,lo studio dei vettori aleatori viene condotto attraversol'analisi della funzione
di ripartizione e (nel casocontinuo) della funzione densita.

insieme(Ejto o numerabile) di punti fx;; j 2 N; x; = (x};:::;xK)g tale che f (x};:::;xK) :== P(X =
Xj) > 0, jlzo f(le; ::1;xK) = 1, diremo che X e un vettore aleatorio discreto; l'insieme f(x;;pj)g e
detto la distribuzione di X .

Esiste una terminologia tradizionale collegata ai vettori aleatori. Cos, parleremo di distribuzione

variabile aleatoria X; per indicare la distribuzione della componerte X .

Consideriamoil vettore aleatorio discreto (X;Y), con distribuzione f(zx;px); z« = (Xk;Yx) 2 R?g.
Per determinare la distribuzione della variabile aleatoria X , bastera eseguirela sommadelle probabilit a
degli eventi (incompatibili)

X X
px (x) = P(X = x) = PI(X;Y) = (Xk; k) = Pk
f(XKkiyk) 1 Xk=Xxg f(XKkiyk) 1 Xk=Xxg
Similmente,
X X
py(y) = P(Y =y) = P((X5Y) = (Xk;Yx)) = Px:

f(Xkiyk) 'yk=vYg f(Xkiyx) 'yk=vYg
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In altre parole, conoscendda distribuzione congiunta del vettore (X; Y) epossibilericavarele distribuzioni
delle componerti X eY.

Consideriamol'esperimento di lanciare una moneta e girare un dado. Intuitiv amerte, sappiamo che
qualunque sia il risultato del lancio della moneta, questo non in uenzera l'esito del lancio del dado, e
viceversa. Vogliamo ora tradurre in termini matematici questaintuizione. Sia X la variabile che assume
valore 0 o0 1 a secondache ne lancio della moneta escatesta oppure croce, e sia Y il numero uscito dal
lancio del dado; allora il vettore aleatorio (X ;Y rappreserta I'esito del nostro esperimento. Seassumiamo

P(X;Y)= (7)) = PX = )P(Y =j);  8(i;]):
In altre parole, indicando con f(zx;pk); zx = (Xk;Yk) 2 R?g la distribuzione del vettore aleatorio
discreto Z = (X;Y), diremo che le variabili aleatorie X eY sonoindipenderti see solo se

P(Z = &) = P(X = xk)P(Y = yk):

2.2.1 Vettori aleatori contin ui

Per ragioni di semplicita, ci limiteremo al casodi due variabili casuali X e Y. Poiche sappiamo che
(X x)e(Y vy) sonoewernti, tale e anche la loro intersezione(X x;Y ).
Indichiamo conF = F(x .y la funzione di ripartizione congiunta di X eY de nita da

F(x;y) = P(X  xY )

La funzione di ripartizione puo essereutilizzata per calcolare la probabilita che la coppia (X;Y) ap-
partenga ad un rettangolo del piano. Dato il rettangolo

R=f(xy) :a<x byc<y dg
dovea b,c d, allora
P(X;Y)2R)= F(b;d F(b;c) F(a;d)+ F(a;0):

Diremo che X e Y hanno densita congiunta se ezsisteuna funzionef integrabile,f 0, tale che
x Sy
F(x;y) = f (s;t) dtds:
1 1

Naturalmente esistonovettori aleatori che non sonone discreti ne dotati di densita. Una delle svariate
circostanzein cui cio si manifesta e quella in cui, ad esempio,X e discretae Y einvececortinua.

Una volta dato il vettore aleatorio bi-dimensionale (X ;Y) e possibile da essode nire le due variabili
aleatorie X eY; abbiamovisto come,nel casodiscreto, dalla funzione di ripartizione del vettore sia possi-
bile, con operazioni elemenari, ottenere le funzioni di ripartizione delle due variabili aleatorie considerate
singolarmerte.

Nel caso di vettore aleatorio continuo, I'operazione necessariaper ottenere le funzioni di densita
marginali, corrisponderte alla sommatoria del casodiscreto, sarg data da un integrale

1 1
fx (x) = ) foxv)ysy)ydy;s  fy(y) = . fixiv) (% y) dx:

Le funzioni di ripartizione marginali di X e Y si potranno ottenere direttamente dalla funzione di
ripartizione F del vettore (X;Y) conla formula
Fx (x) = lim F(x;y);  Fy(y)= lim F(xy):
yil x11
Mentre dalla distribuzione bidimensionalee semprepossibilericavare le marginali, il viceversanon vale

in generale: la conoscenzadelle funzioni di probabilit a o delle densita marginali di un vettore aleatorio
(X;Y) non e, in generale,su cien te per la conoscenzadella distribuzione del vettore stesso.
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2.2.2 Indip endenza

De nizione.
si ha
Plag< X1 by;iitjam < Xm bp)=Pla< X1 by Plamn < Xm bm):
La precederte de nizione, nel casodi due variabili aleatorie X e Y, siriduce a chiedere che sia
Pla< X bic<Y d)y=Pl@a<X DbPlc<Y d (2.3)

per ognisceltadia b, c d.
Abbiamo gia visto comel'indip endenzadi due variabili aleatorie discrete X eY si possacaratterizzare
in termini delle distribuzioni: posto Z il vettore (X;Y), condistribuzione f2; p«g, si ha

P« = P(Z = ) = P(X = xx)P(Y = yk):

E facile vedereche questa condizione e equivalente alla de nizione di indipendenza.

Una condizione equivalente alla (2.3) e la seguette: indicando con F la funzione di ripartizione
congiunta e con Fx , Fy le funzioni di ripartizione delle variabili X e Y rispettivamerte, allora X eY
sonoindipenderti see solo seper ogni coppia (x;y) di punti del piano si ha

F(x;y) = Fx (X)Fy (y):

Supponiamo che X e Y abbiano densita congiunta f e marginali fx, fy; allora la relazione (2.3)

diviene Z bZ q Z q Z b
f(x;y)dydx= fy(y)dy fx(x)dx:
a Cc Cc a
Questa eguaglianzae veri cata see solose
f(xy) = fx ()fv(y) (2.4)

per ogni (x;y) 2 R2.

In particolare, per determinare l'indip endenzadi due variabili aleatorie X e Y, basta conoscerela
loro densita congiunta f (x; y): a partire daf si possonocalcolarele densita marginali fx efy, e quindi
veri care sevale la (2.4).

Esempio. Distribuzione uniforme nel disco unitario
SiaZ = (X;Y) una variabile aleatoria con densita
(1

fosy)=
0; altrimenti:

x2+y? 1

Allora, per ogni sottoinsieme A (su cien temerte regolare) del disco,

zz areadi A
P((X;Y)2A) = f(Gy)dydx = ———;
A

che coincide con la nostra intuizione i uniformit a. La densita marginale f x e data da
zZ, o
fx (x) = fxy)dy= - 1 x2
1
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perx 2 ( 1;1) efx (x) = 0 altrimenti. La densita marginale fy (y) e data dalla stessaformula, sostitu-
endox cony. p

Perx2 ( 1;1),y2( L;1)sihafx(X)fy(y)= 4 (1 x2)(1 y2) chenon coincidecon la densita
congiunta f (x;y). Ne segueche X e Y sonovariabili aleatorie dipenderti. Questo e in accordocon la
nostra intuizione di indipendenza,visto che sappiamo che quando X e vicino ad 1, ad esempio,allora
deve esserenecessariamete Y vicino a 0: la conoscenzedi X in uenza il nostro giudizio di probabilit a
suy.

2.3 Funzioni di variabili aleatorie

2.3.1 Cambiamento di variabile

Consideriamouna funzionecontinua g: R! R. SeX eunavariabile aleatoria suuno spaziodi probabilit a
( ;A;P), alloraY = g(X) e ancorauna variabile aleatoria sullo stessospazio.

Cos, seX e una variabile aleatoria, tale sonoanche jXj, X2, aX + b (dove a;b 2 R), €, perche le
funzioni jxj, x2, ax + b, € sonofunzioni continue.

Il problema che si intende risolvere e allora il seguete: conoscendda distribuzione di X, e possibile
risalire a quella di Y = g(X)? Per risolvereil problema, si osserviche seA eleveno A = fx 2 R :
g(x) zg, allora (X 2 A) e(Y z) sonoequivalerti, quindi

Fy(z) = P(Y 2)=P(X 2A):

Questaformula ci permette il calcolo della funzione di ripartizione di Y in termini della distribuzione di
X.

Esempio 2.4 Nel caso X sia una variabile aleatoria discreta, con distribuzione f (xx;p«)g, allora Y =
g(X) sara necessariamentediscreta, in quanto i suoi valori saranno dati da g(x1);g(x2);:::, anche se
non necessariamentedistinti. Le rispettive prokabilita si ottengonodalla formula

X
py (y) = Px (X);
fx:g(x)=yg

per ogni possibilevalore y.

Esempio 2.5 Sia X una variabile aleatoria con distribuzione uniforme in [0; ], dove > 0e ssato, e
sia g(x) = log(x= ), per un qualchenumero reale positivo. De niamo Y = g(X) = log(X= );
allora (Y t) corrisponde a X e ¥ ,dacui

Fy()=PX e T)=1 e":

Si ottiene in particolare che Y ha distribuzione espnenzialedi parametro .

2.3.2 Distribuzione della somma di due variabili aleatorie

Siano X eY variabili aleatorie con densita congiunta f . In molti casi, ci interessacostruire una variabile
aleatoria Z de nita in termini di X eY (diciamo Z = (X;Y), dove e una funzione cortinua) di cui
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Bk

Figure 2.1: Distribuzione della sommadi due variabili aleatorie

vogliamo calcolarela distribuzione. Per ogniz 2 R, I'everto (Z z) e equivalente all'everto ((X;Y) 2
A;), dove A; elinsieme dei punti del piano de nito da

Az =f(xy) 0 (xy)  zo

NelcasoZ = X + Y, linsieme A; = f(X;y) : Xx+y zgeil semipianoa sinistra dellaretta x+y = z,
frontiera inclusa, si vedala gura precedette.
Supponiamo per semplicita che X e Y sianoindip enderti; allora I'espressione
ZZ Z,72,
f(x;y)dydx = fx ()fy (y) dydx
0 o0

z

rappresena la probabilita di (Z z). Per ottenere la densita della variabile Z e necessarioprendere la
derivata dell'espressioneprecedette; si ottiene in ne

z
fz(z)= fy(z x) fx(xX)dx: (2.5)
R

Esempio 2.6 Nel casoX e Y possanoassumee solo valori positivi, I'espressione(2.5) si sempli ca:
Z z
fz(2) = fy(z x) fx(xX)dx:
0

Inoltr e, I'espressione(2.5) puo essee adattata al caso di variabili aleatorie discrete X e Y, a valori
interi, per cui Z = X + Y assumevalori interi anch'essae vale

X
P(z =2)= P(Y =z Xx)P(X = x); 22 Z:
x27Z
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min(x.y)<z

Figure 2.2: Distribuzione del minimo di due variabili aleatorie

Consideriamoin dettaglio anche la distribuzione del minimo di due variabili aleatorie. Siano X eY
variabili aleatorie positive; siaZ = min(X;Y): allora A, = f(x;y) : x 0Oy 0O, min(x;y) zgela
regionedi piano evidenziata nella gura seguete.

Per ottenere F,(z) = P(Z z) corvienerifarsi al seguerte calcolo:

Pz 2)=1 P(Z>2)=1 Pmin(X;Y)>2z2)=1 PX>zY>2z)=1 PX > 2)P(Y > 2)

da cui
Fz(z2)=1 (1 Fx@)1 Fyv(2); z O (2.6)

Esempio 2.7 Siano X e Y distribuzioni esmnenziali, di parametro e , rispettivamente. Sia Z =
min(X;Y). Possiamoallora calcolare la distribuzione di Z tramite la (2.6):

Fz(z)=1 e (*)7 z O

Riconosciamodunqueche Z ha distribuzione espnenzialedi parametro  +

2.4 Media

Sia X una variabile aleatoria discreta, con distribuzione f (xx;px); k = 0;1;:::g; diremo che X e inte-
grabile, ovvero che ha media nita , se

X . .
Xejpe < 1 2.7)
k=0
edin questocasd, la mediadi X, che indichiamo con E(X ), sara uguale a
X X
E[X] = XkPk = XkP(X = Xk)i (2.8)
k=0 k=0

Sla condizione (2.7) serve a garantirsi che il risultato della serie in (2.8) sia indip enderte dall'ordinamen to dei termini.
Se la condizione (2.7) non fosseveri cata, la somma della serie in (2.8) potrebb e mutare secondo I'ordinamen to prescelto.
Quando la condizione (2.7) e vericata diremo che la serie in (2.8) e assolutamente convergente
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| termini che compaionoin (2.8) non sonoaltro chei valori assurti da X moltiplicati per le loro rispettive
probabilit a.

Cambiando le seriein integrali, si ottiene la de nizione di media per una variabile aleatoria continua
X condensita di probabilita f (x): Z .1

E[X]= xf (x) dx;
1

a condizione che l'in tegrale cornverga assolutamerte:
z +1
Xif(x)dx < +1:

Esempio 2.8 Sia X una variabile aleatoria con distribuzione

1

:m; k=1;2:::

Xk = K, pk

X non ha media nita, dato chela condizione (2.7) non e veri c ata:

X X g
XkIPk = — = *1l:
k=1 k=1 1+k
4
Esempio 2.9 Sia X una variabile aleatoria con funzione densita di probabilita
1. .
fX(X):EeJX]; 1 <x<1:
Poiche
Z, 1 Z, 1 Z,
Xjfx (xX)dx = = ( x)edx+ = xe *dx
2 2 o
z 1
= xe *dx=1<1;
0
la speranza matematica di X esiste nita ed e data da
E(X) = xfx (X)dx = = xe*dx + = xe *dx = 0
1 2 1 2 0
4
Siaora : R" ! R una funzione cortinua, X = (Xg;:::;Xyn) un vettore aleatorio (discreto) di
lunghezzan e poniamo Z = (X). E facile cornvincersi che Z e una variabile aleatoria discreta, il cui
valore di aspettazione e dato da %
E[Z] = ()P(X = x); (2.9)

k=0
supposto che la seriea secondomembro veri ¢ hi

j ¥)P(X =%)<1:
k=0
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Esempio 2.10 Sia X una variabile aleatoria con distribuzione di probabilita geometrica

k 1

Xk:k; Pk =

[RIEN
wl -
~
Il
Lo
»

Poniamo Y = g(X) = ( 1)X. La distribuzione di Y e data da

PY= 1)= Z; P(Y = 1) =

Bl

pertanto
E(Y)= ( D)5+ (1) =

I\)_l_H

Ma, senzautilizzare la distribuzione di Y, la (2.9) fornisce

* 2 1 %1t 2% 1

_ X7 — ke 1 - ¢ 1

B =B D= (D5 3 5. 3
- 21 _ 1
31 (YH o2

Propriet a della speranza matematica

Le segueni proprieta sonodi facile veri ca:

1. siano X eY variabili aleatorie integrabili, a e b numeri reali; allora

E[aX + bY] = aE[X ]+ bE[Y]:

2. siano X eY variabili aleatorie integrabili indipenderti; allora

E[X Y] = E[X]E[Y]:

3. seX euna variabile aleatoria discreta, che assumevalori interi positivi, potremo scrivere

X
E[X]= P(X > k):
k=0
SeX euna variabile aleatoria cortinua, con densita f (x), X 0, risulta
Z .,
E[X]= P(X > x)dx:
0

Esempio 2.11 Sia (X;Y) un vettore aleatorio aventela sgguentedensita di probabilita:

2 0 x 1,0 y 1, x+y 1,

frgwy =
(X:¥) 0 altrove.

23

(2.10)



24 Chapter 2. Variabili aleatorie o casuali

Determiniamo la media di Z = X + Y. Possiamoallora scrivere

z 1 z 1 z lZ 1 x
E[Z]= X+ Nfxv)(xy)dydx = 2(x + y) dy dx
1 1 0 0
z 1 z 1 2
= (1 x)+@ x)%dx= 1 x%dx= =:
0 0 3

Altrimenti, determiniamo le densita marginali di X e Y:

le
fx(X) = 2dy = 2(1 x); 0 x 1
0

e anche 7
1y

fy(y) = 2dx = 2(1 v); 0O vy L
0
Allora z,

E[X]= 2x(1 x)dx = = = E[Y];
0

Wl =

quindi E[X + Y]= $+ 1=

wIinNy

2.4.1 Momen ti
De niamo il momentodi ordine k della variabile aleatoria X (certrato rispetto allo 0)
« = E[X¥]

dove, scelto (x) = xk, E[ (X)] eil valore di aspettazione della variabile (X). Il momerto di ordine 1:
1 = E[X] coincide con la media della variabile X .
Seil momerto viene invececalcolato intorno ad un punto a, si ottiene

k(@ = E[(X a)]:

I momerti vengonospessocalcolati intorno alla media. Questi, detti momenti centrali, sonoindicati con
0 e sonode niti da

0 — k7.
k= EI(X )L
ed in particolare 9 = 0. Il secondomomerto intorno alla media e uguale alla varianza

0_ 2
> =

p . e
merire = 9 e chiamata deviazionestandard.
Si osservino,comunque, le segueti proprieta

1. seX ha momerto di ordine k nito, possiedeanche tutti i momerti di ordine Kk niti;
2. seX eY hanno momerto di ordine k nito, allora anche X + Y ha momerno di ordine k nito.

3. seX ha momerto di ordine k nito, allora ha anche momerto certrato di ordine k nito.



2.4. Media 25

2.4.2 Varianza

Chiameremovarianza della variabile aleatoria X il momerto certrato del secondoordine:
var[X]1= E[(X E[X])?]:

Un diversomodo per calcolarela varianza di una variabile aleatoria e dato dalla formula
var[X]= E[X?] E[X]?%

La radice quadrata aritmetica di 2, indicata con , e detta scarto quadratico medio o deviazione
standard

_P Var[X ] = P E[(X EXD:

Si osserviche lo scarto quadratico medio e espressmella stessaunita di misura di X, mertre la varianza
si esprimecon il quadrato dell'unit a di misura.

La varianza di una variabile aleatoria X e una quartit a non negativa: Var[X] 0 evale l'uguaglianza
see solose X assumevalore costarte con probabilita 1.

La varianza e una misura della dispersione intorno alla media dei valori assurti da una variabile
aleatoria; piu una variabile e concerrata intorno alla media, minore e la sua varianza. Per stimare la
dispersionedi una variabile aleatoria intorno alla suamedia, e soverte utile il seguelte classicorisultato

Diseguaglianza di Chebyshev: perogni" > 0siha

Var[X].

PGX EX]i ") —5— (2.11)

Si osserviinfatti la seguene formula, di immediata deduzionea partire da (2.11):

PGX EXY  x) 1

In particolare, per ogni variabile aleatoria che ammette momerto secondo nito,
P(iX E[X]i 2x) 0,75

sicche la probabilit a che X assumavalori nell'intervallo (m 2 ;m + 2 ) e almenouguale a 0; 75. Con
= 3, si ottiene che la probabilit a di assumerevalori nell'intervallo(m 3 ;m+ 3 ) ealmenougualea
8=9' 0;89.

1. SeY = aX + b, dove X e una variabile aleatoria con varianza nita e a 6 0, b sononumeri reali,

allora
var[Y] = a?Var[X ]:

2. La varianza della sommadi due variabili aleatorie indipenderti X e Y e pari alla somma delle
varianze:
Var[X + Y] = Var[X]+ Var[Y]; seX eY sonoindipenderti.

Indichiamo con Cov(X;Y) la covarianzadi X eY:
Cov(X;Y)=E[X E[X]IElY E[Y]l=E[XY] E[XIEYI]:
Date due variabili aleatorie X eY, si ottiene

Var[X + Y] = Var[X]+ Var[Y]+ 2Cov(X;Y):
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In generale,per una sommadi variabili aleatorie, la varianza e espressadalla formula
X X XX
Var[  aXi]=  a?Var[X;]+ 2 Cov(Xi; X;):
i=1 i=1 i=1 j=i+l
La covarianza di due variabili X eY fornisce una misura di quanto essesiano correlate, e la quantit a

_ Cov[X;Y]
X Y

XY

dove x, v sonole deviazionistandard di X eY, edetta coe ciente di correlazionedi X eY.
Diremo che X e Y sononon correlate se x.y = 0, ossiase Cov(X;Y) = 0. Variabili indipenderti
sono, in particolare, non correlate; il viceversain generalee falso.
Giovain ne ricordare cheun valoredi prossimoa zeronon signi ca chetra le due variabili aleatorie
mandchi una qualche relazione, anche funzionale, ma solo che e assete (0 debole) una relazionedi tipo
lineare.

2.5 Funzione generatrice dei momenti

La funzione generatrice dei momerti (f.g.m.) e una trasformazione integrale che assaia ad una dis-
tribuzione di probabilit a un‘altra funzione (quando esiste) con la quale e possibile operare per risolvere
in modo piu agewle alcuni problemi.

De nizione. Si dice funzione generatrice dei momerti (f.g.m.) di una v.a. X la funzione del
parametro realet de nita da
Py eXkpe; X v.a. discreta
Mx () = E[¢*]= R¥™
r € fx (x)dx; X cortinua,

sela serie (0 l'integrale) esiste nito in un intorno completo dell'origine, ossiaseesiste > 0 e Mx (t)
esiste nito perogni <t<

Naturalmente si ha sempreMx (0) = 1 essendoM x (0) = E[e°X ] = E[1]. Per l'esistenzadella f.g.m.
si richiede pero che l'integrale o la serieesista nito in un intorno completo dell'origine, e questonon e
sempreil caso.

Esempio 1. Le segueti distribuzioni non ammettono f.g.m.: (a) X v.a. continua, con densita
fx (x) = ;5 perx 1e0altrove. Sidimostra che pert 0
z 1

mapert> 0 Z,

e* iz dx = +1 ;
1 X
quindi non esistealcun intorno dell'origine in cui l'integrale esiste nito.
(b) X v.a. discreta, con distribuzione f (k;px = ﬁ); k = 1;2;:::9. Anche in questo caso,la serie
vale+1 perognit> 0 e quindi non esistela f.g.m.

Esempio 2. Sia X una v.a. con distribuzione espnenzialedi parametro > 0. Allora la f.g.m.
esiste,ed e ben de nita per ognit <
(

My (t) = +_1t ¢

t<
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Il seguete risultato mostra che, seuna v.a. possiedef.g.m., la conoscenzali questami garantisce la

conoscenzadella distribuzione. A parole, signi ca che sedue v.a. hanno la stessaf.g.m., allora devono
essereequidistribuite.

Prop osizione 1. SeX eY sonov.a. conf.g.m. che esiste nita, allora

Mx ()= My() () Fx ()= Fy():

A questo proposito, rimandiamo alla tabella 1, in cui sonoriportate le f.g.m. di alcune importanti
distribuzioni. Un altro importante risultato, che spiegaanche il nome adottato per questa funzione, e
contenuto nella seguene

Prop osizione 2. Se X ammette f.g.m. Mx (t) allora essae sviluppabile in seriedi Taylor intorno
all'origine
X dnMy th

Mx (1) = — <t<
heo AT o Nt
ed inoltre vale
n
d"Mx = E[X"]; n=0;1,2:::
dt"

Se dunque una v.a. X ammette f.g.m., allora ha anche tutti i momerti niti, e questi si possono
calcolare a partire da quella.

Esempio 3. SeX ha distribuzione espnenzialedi parametro , allora la f.g.m. esistepert < e

vale Mx (t) = —; sviluppando questafunzione in seriesi ottiene
k
My () = 1 X g kR gk
X - - — - - - i
t1 (=)  FK
quindi E[X*] = XL
Nome della distribuzione distribuzione o densit a f.g.m.
Binomiale T pX (1 p)N X (1 p + pé)N
N 1, p2 (0;1), x = 0;1;:::;N t2 R
T
P oisson e X_XI e (e l)
>0 x 2N t2 R
T
Geometrica qu 1 1 pze‘
p+aq=1 x=1;2;::: t < log (q)
] ] 1 etb eta
Uniforme con tin ua _a m
a< x<b t2 R
Gaussiana pﬁe %(X ) = [} et +% t
x 2 R t2 R
esp onenziale e t . t > O 1 t <
t>0 t <

Table 2.1: Alcune distribuzioni notevoli.
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Passiamoa considerarecomesi comporta la f.g.m. nel casodi trasformazioni di v.a..
Prop osizione 3. SeX ammette f.g.m. Mx (t) eseY = + X, allora

My (t) = E[eY ]= E[el * XY= el My ( t):

Prop osizione 4. SeX eY sonov.a. indipenderti, che ammettono f.g.m. Mx (t) e My (t), allora la
v.a. X + Y ammette f.g.m. evale Mx +y (t) = My (t)My (t):

Esempio 4.
(@) Se X ha distribuzione gaussianastandard, allora M (t) = et’=2; prendendo le derivate di questa
funzione si ottiene
D=2 Lmem = @+ )=
GMx® =" oMy (1) = (1+ t)e

e calcolandoil valorein t = 0 otteniamo i primi momerti:
E[X]= 0; V[X]= E[X?]= 1

(b) SeY = + X,doveX N(0;1), allora My (t) = et ez( U da cui riconosciamoun Y una legge
gaussianaN (; 2). Si ottiene allora

E[Y]= + E[X]= ; VIY]= 2V[X]= 2%

Quindi i parametri e 2 individuano, rispettivamerte, media e varianza della distribuzione gaussiana
N(; 2).
(c) SeX eY sonov.a. indipenderti con distribuzione gaussianaN (; 2) eN( ; 2), allora

1
Micev (D) = Mx (OMy (1) = & *2 et 73 "= exp t( + )+ S2( 2+ ?)

da cui riconosciamo una legge gaussianaN ( + ; 2+ 2). In altre parole, la sommadi gaussiane
indipenderti e ancora gaussiana.

2.6 Alcune leggi legate alla statistica
2.6.1 Leggi 2

Consideriamouna succesgjoneli v.a. X1;:::; X, indipenderti ed equidistribuite, di leggegaussianastan-
dard N (0;1); postoY = L, X2, Y sidice averelegge 2 an gradi di liberta, e siindica con 2(n).
Sebbkenele leggi 2 abbiano densita che puo esserecalcolata, per i nostri scopie su cien te considerarei
valori che troviamo sulle tavole.

Possiamocalcolarei primi momerti, che risultano
X
E[Y]= EX?=n; Var[Y] = 2n:
i=1
Sen e grande, diciamo n > 30, risulta che la legge 2(n) e approssimativamerte normale N (n; 2n).
SeY 2(n)ez 2(m) sonov.a. indipenderti, allora Y + Z 2(n+ m).

Esempio 2.12 (Quantili delle leggi 2) | quantili della legge 2 an gradi di liberta sonoindicati con
x (n) e sonoforniti sulle tavole. Ad esempio,si trova
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nn | 001 | 0025 | 005 | 095 | 0975 | 099 |
10 ‘ 2.5582‘ 3.2470‘ 3.9403 ‘ 18.307‘ 20.483‘ 23.209‘

20 8.2604 | 9.5908 | 10.8508 | 31.410 | 34.170 | 37.566

da cui si ottiene che (se Y 2(20)) P(Y < 9:559) = 0:025 e P(Y > 2417)=1 0:975= 0:025.

E immediato osservae cheY 0 non ha distribuzione simmetrica rispetto alla media. Per ottenere
un intervallo bilatero, ossiaP(a < Y < b) = , si cerca un intervallo a code uguali, cioe P(Y < a) =
P(Y > b)= 1. Cos, perY 2(10), si ha P(Y 2 (3:247 20:483)) = 0:95.

4

Esempio 2.13 Consideriamo una legge 2 con n = 50 gradi di liberta; allora per calcolare un intervallo
unilatero P(Y x )= si ottiene

Y n X n
2n 2n
( eil quantile di ordine per la leggenormale), da cui

p__
X =n+ 2n

4
La seguete proposizioneriassumei punti principali che ci interessano.
Lemma 2.1 Siano X1;:::;X, v.a. indipendenti ed equidistribuiti con leggeN (; ?2).
XX 2
(a) : ?(n)
i=1
XX, x °?
(b) : ’(n 1)
i=1
(c) la varianza campionaria S? = (Xi X)? e indipendenteda X e si ha (",2s2 2(n 1)

i=1
(quest'ultima a ermazione e equivalentea (b)).

Esempio 2.14 Una fabbrica di lastre di vetro sachelo spessoe delle suelastre segue una leggenormale,
con deviazionestandard = 1:32 10 *. Da ogni partita di lastre viene estratto un campionedi n = 25
pezzi, di cui si misura lo spessoe; qual e la probabilita chela varianza campionaria sugeri il valore critico
di~2=2 10 4?

In basealla proprieta (c) del lemma, (n 132 ha distribuzione 2(n 1), quindi la probabilita di
superare il valore critico ~? e

P(Y > W) conY  ?(24)

P(Y > 36;364)' 0:9 (dalle tavole).

P($?> ~?)
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2.6.2 Leggi t di Student

SianoX N(@©0;1)eY 2(n) due v.a. indipenderti; diremo legget di Student a n gradi di liberta la
leggedellav.a. T = p% Anche in questocaso,e possibilecalcolare esplicitamerte la densita, ma a noi

interessen soprattutto conoscerd quantili di questalegge,che si possonoricavare dalle apposite tavole.

Uno studio della legget(n) mostra che essae simmetrica e inoltre corverge,pern! 1 , ad unalegge
Gaussianastandard. Le tavole mostrano i quartili per diversi valori di n, ma non tutti; pern > 120si
utilizzano i quartili della leggenormale, mertre se(ad esempio)n = 87, e ci accortentiamo di una minore
precisione(ad esempio limitata a due cifre decimali), possiamoapprossimaret (87) coni valori tabulati
per l'intero n piu vicino (in questo caso,90).

Lemma 2.2 Siano X1;:::; X, v.a. indipendenti ed equidistribuite, con leggeN (; 2). Allora, date X

X = Xi;  s%= (Xi X)%

epostoT = pXST T hadistribuzione t(n 1) di Studentcon n 1 gradi di liberta.
=n

Dimostrazione.

Osserviamoche p_
n
—X
T= —
n1S°=
P C Lo P
= —(X ) ha distribuzione mormale standard; sotto radice sihalav.a. = (n 1)S2= 2 che

halegge ?(n 1) edinoltre eindipenderte da ; allora T = pm ha, per de nizione, legget(n 1).



Chapter 3

Rip etizione di esperimen ti
Indip endenti

Consideriamo un esperimento (come il lancio di un dado) che abbia un numero nito o numerabile di
possibili esiti. Possiamoallora esprimereil risultato di questo esperimento con il valore di una variabile
aleatoria X . Supponiamo che I'esperimento sia ripetuto n volte. Il risultato globale corrisponde ad os-

esperimento viene ripetuto nelle stessecondizioni, e naturale richiedere che le distribuzioni di proba-
bilit a delle variabili aleatorie sianoidentiche. Seinoltre supponiamo che il rip etersi dell'esperimento non
condizioni I'esito di una nuova prova, e naturale richiedere che le variabili aleatorie X; siano tra loro
indip enderti.

3.1 Schema di Bernoulli

Il piu sempliceesempioe quello di un esperimento in cui i possibili esiti sonosolodue: successm perdita,
ad esempioil lancio di una moneta, oppure I'estrazione di un assoda un mazzodi carte ben mischiato,
ecc. Indichiamo con X la distribuzione di un tale esperimento, p = P(X = 1) la probabilit a di vittoria,
g= 1 pla probabilitadi scontta. Una variabile aleatoria con tale distribuzione viene detta variabile

I'informazione contenuta nel vettore e completa, e ci descrive in quali esperimenti si e avuto un successo
e in quali una perdita. Spesso, tutta via, cio che ci interessasono alcuni elemeri dell'esperimento.
Riportiamo alcune variabili aleatorie riconducibili allo schemadi Bernoulli.

Consideriamoil numero totale di successiS, ottenuti in n tentativi. Siha S, = X+ + Xnp €
S, ha distribuzione binomiale di parametri n e p.

Sia G; il numero di scontte prima di ottenere il primo successoG; = 0 se si ottiene successo
al primo tentativ 0). Allora G ha distribuzione geometricadi parametro p. La stessadistribuzione

compete alla variabile Gy che corta il numero di scontte tra la k 1-esimavittoria e la k-esima.

Si dimostra che le G sonotra loro indipenderti ed equidistribuite.

Consideriamo ora il numero di tentativi T(n) necessariper ottenere n successi. Calcoliamo la
distribuzione di T(n).

31
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1. il tipo di sequenzache realizzal'evento T(n) = k e dato da

T(n)= k seesolose X = ( P;:::;O;l; '7:::;0;:::;? L)

k 1termini conn 1\1"

dove con indichiamo un qualunquevalore 0 0 1.
2. La probabilit a di un singolo everto di questotipoep™(1 p* ".

3. Il numero di sequenzedi questotipo e pari al numero di sottoinsiemi di n 1 elemeri tra

k 1elemeni, ovweroaCk 1, ossia ¥ 1.

4. Di conseguenzala probabilita di T(n) = k e data dalla formula

I(:I'nkn

P(T(n) = k) = no1 P

per ognik n, ezeroaltrimenti.
Le variabili T(n) e Gk introdotte in precedenzasonolegate dalla relazione
T(n)= G+ + Gq:
Ricordando che la media di una variabile aleatoria con distribuzione geometricae g=p, si ottiene

E[T(n)] = n=p:

Esempio 3.1 Consideriamo uno schemadi Bernulli X1;X,;:::, in cui sia p la prokabilita di avere un
suaesso. De niamo e variabili aleatorie T, U rispettivamente comeil primo ed il secondo istante in cui
Si 0sservaun su@esso,0ovve:

T inffn 1:Xp=1geU inffn T+ 1:X,=1g
Calolare:
(a) la distribuzione congiunta di T e U e le loro distribuzioni marginali;

(b) de nita la nuovavariabile aleatoria V. U T, caloolare la distribuzione congiunta di T eV e dire
se le due variabili sonoindipendenti;

(c) determinare la distribuzione marginale di V e riconose@rne la legge.

3.1.1 Formule approssimate

Consideriamouna variabile aleatoria binomiale S,,, con parametro n grande. Ricordiamo che S, deter-
mina la probabilit a che in n tentativi si ottengano k successik n, e che

P(Sh = k) = E g K k=010

Il calcolo della precedette probabilit a diverta rapidamente onerosoal cresceredi n. E senbrato quindi
utile ricercare delle formule approssimate, capaci di rendere agewle tale calcolo ed accettabile I'errore
derivante dall'approssimazione.
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La form ula di Poisson

Fissata la costarte positiva , si pongaper ogni n >

P=Pn= H: (3.1)
Si considerila successionalelle variabili aleatorie S(n) con distribuzione binomiale di parametro n e p;
(quindi, al variare di n, S(n) non el risultato di uno stessoschemadi Bernoulli!)

P PSM =K = | P P

k=0;1;:::;n: 3.2)
Quandon tende ain nito, restandovalida la posizione(3.1), la successiongli leggi di probabilit a de nite
in (3.2) convergeversouna leggedi Poissondi parametro

k

Qk=¢e W

nel sensoche )
; n « n ok _ :
nI!|1m K Pl p) =e P

A titolo esempli cativo, riportiamo i valori di Py dedotti dalla formula (3.1) conn = 100, p = 0:05

en = 500, p = 0:01, rispettivamerte, ed i valori approssimati Qx ottenuti tramite la formula (3.2), con

=np=5:

k || n=100, p=0.05 | n=500, p=0.01 =5
0 0.0059205 0.0065705 0.0067379
5 0.180018 0.176351 0.175467
10 0.0167159 0.0178585 0.0181328
15 0.0000988 0.0001442 0.0001572
20 8.442 10 8 2.143 10 7 2.641 10 7
25 1.543 10 1 8.818 10 11 1.295 10 10
Formula di Gauss
Si riprenda la formula
n
Pe= | P (3.3)

che fornisce la probabilit a di ottenere k successisu n prove nello schemadi Bernoulli. Consideriamola
corrisponderte variabile standardizzata

osserviamoche s, assumevalori x, = 8= perk = 0;1;:::;n.

Prop osizione.

npq

Sy np.
P

Per n su cien temente grande, per ogni k = 0;1;:::;n, vale I'approssimazione

P(Sh = k) = P(S; = %)

1

I2npq

exp( (x)?=2) =

P exp(

Y2 npq

): (3.4)
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Si consideri la formula di Stirling per I'approssimazione del fattoriale n!, data da

n! pﬂn"e”; nt 1;
dovea, b, signica che a
. n _
nI!|lm b 1
Sostituendo in (3.3) si ottiene
p___
n! Kon ko 2 nn"e " Kon K
Py = P=— P
““ i P A P Kke ' 2 K ko ke 0P d
\ 1 Kn ko 1 1

pq

P (k)2 (L ken)n k12 P2 pg (k=np)* T 2[(n K)=nq» <12’

Consideriamo il secondotermine dell'eguaglianza precederte:

A= L :
= (k:np)k+1 :2[(n k):nq]" K+l =2 *

Prendendo il logaritmo di ambo i membri, si ricava

log(A) = (k+ %)Iog(k=np) (n k+ %) log[(n k)=nq]:

Ricordando chen = np + nq, si ha

1 k n 1 k n
0g(A) = (np+ (k np)+ F)log+ =) (na (k np)+ H)logll ) (35)
Facciamo tendere n all'in nito  con la posizione
k np
X = $p—— ssato: 3.6
Phog (3.6)

Possiamoallora sceglieren abbastanza grande perche sia

k np <1 k np
np ' ng

sviluppiamo allora il logaritmo in serie di Taylor intorno a 1:

< 1;

log(1+t) =t %tz + Ro(t);

sostituendo in (3.5)

h
_ np k np_ 1k np np k np 1k np
log(A) = np—np + (k  np) p +2 D nq o + (k  np) na 7 g
1 k np 21 k np 2 :
2™ T 2" nq *

dove cortiene tutti i termini del prodotto che non abbiamo esplicitato. Sempli cando
I'espressioneprecederte e ricordando la posizione (3.6) si ottiene

2
log(A) = % +

ed inoltre si puo dimostrare che ! Opern! 1.

Il risultato appenastabilito e noto cometeoremadi De Moivre - Laplae ela formula (3.4) ela formula
di Gauss La conclusioneva interpretata come segue: data una variabile binomiale, la probabilit a che
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si manifesti un particolare valore k di questa e tanto piu prossimaa quella deducibile dalla formula di
Gauss(3.4) tanto piu n cresce,restandop ssato.

Osserv azione.

Il risultato di De Moivre - Laplace appena stabilito rappreserta una approssimazioneaccettabile della
formula di Bernoulli per valori non grandi di n solosep = q; seinvecep e g sono molto diversi tra
loro, lI'approssimazionediviene accettabile solo per n molto grande;in tal caso,e convenierte utilizzare
la formula di Poisson.

3.1.2 Probabilit a di un valore compreso entro limiti assegnati

Nel paragrafo precederte ci siamooccupati del calcolo della probabilit a che compete all'evento (S, = k),
in uno schemadi Bernoulli di parametro p. E pero interessarte, nelle applicazioni, anche il problema di
calcolarela probabilit a che compete allevento (a< S,  b), ssati aeb

Da un punto di vista teorico, non vi sonodi colt a; sitratta infatti di sommarele probabilit a di everti
incompatibili, per cui la probabilit a cercatae

P(Sh = a+ 1)+ + P(Sy = D)

il vero problema consistenell'escogitareun procedimerto comado per il calcolodi questaespressione.
Per semplicita di esposizione,consideriamoil casodi intervalli certrati nella media; sia

P( Sh np )= P(GSn npj )

la prgbabilita che, nello schema di Bernoulli, si manifesti uno scarto dalla media superiore a , dove
= " npg e lo scarto quadratico medio. Vogliamo mostrare che al cresceredi n si ha

z
P( Sn  np ) ! 912: e X2 dx: (3.7)

Consideriamola variabile standardizzata
S, =

abbiamo visto come S,, abbia distribuzione che soddisfa la relazione

— ' 1 2_91-
P(Sy =X )" Pz expl (x )P2)
che possiamoanche esprimerenella forma
p iy — L} 1 2_ .
npgP(s, = x ) p—z_ exp[ (x )°=2]: (3.8)

Per calcolarela probabilit a che si manifesti un qualunquevalore di S, compresotra e , indichiamo
conk; ek, i valori di k che corrispondono al minimo e al massimotra i valori che x assumeall'interno

di tale intervallo:
e
P(S, = Xi):
k= k1
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Notiamo poi che x, = (—Iia%qp) dacui eanche (X4 Xy) = p:—Wl ossia
X2 X2 p___ X2 1 X
P(S, = %) = (Xksr %)™ NPAP(S, = Xy ) (Xker X )P==exp[ (x,)°=2]:
k=ki k=ks k=ky 2

Seconsideriamola funzione
1
"n(X) = p?exp[ xg=2]; Xk X < Xk+1;

I'espressioneprecedente si puo esprimerecomeintegrale

Xkp+1 1
p?' n(X) dx:

Xkl

. . : . 1
Al tenderedi n all'in nito, si avra che' , corvergealla funzione' (x) = pT_exp[ x2=2]; dato che x

varia di 1:p npg quando k varia di 1, si ottiene anche che x,, ! ' Xg,+1 1, quindi la probabilit a
cercata convergeall'integrale 7

912: exp[ x?=2]dx:

3.2 Teorema limite centrale

L'approssimazionedi De Moivre - Laplace e solo un casoparticolare di un risultato generale. Per intro-
durre questo, si inizia con l'ossenare che S, rappreserta la sommadi variabili aleatorie indip enderti,
tutte con la stessadistribuzione di Bernoulli, averti media e varianza nita. Allora la formula di De
Moivre - Laplace (3.7) puo essereespressadicendo che la variabile aleatoria
P
k=a Xk NE(X)

v nVar[X]

e approssimativamerte distribuita secondola leggeGaussianaN (0; 1).
Ci possiamoallora aspettare che una sommadi variabili aleatorie indip enderti, sotto precise con-
dizioni, sia distribuita secondouna leggeGaussiana. E questoil contenuto del teoremalimite certrale.

Dobbiamo preliminarmente intro durre cosaintendiamo con convergenzain distribuzione.

De nizione

Si dice che la successiondX ), o convergein distribuzione alla variabile aleatoria X sela successione
delle funzioni di ripartizione F, cornverge verso la funzione di ripartizione F di X in ogni punto di
continuita di quest'ultima:

nIli{”n Fn(x) = F(X) perx punto di continuita di F.
Si osserviche se X, X sono variabili aleatorie discrete, che assumonogli stessivalori fy;;y2;:::g
allora la corvergenzain distribuzione di X, versoX siverica see solose
P(Xn=vyi)! P(X =vy;) perognii,quandon! 1.

Possiamoora enunciare in maniera precisaquanto ossenato nei precedetti paragra .
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1. La successiondi variabili aleatorie (X,), averti distribuzione binomiale B(n; =n) convergono
in distribuzione ad una leggedi Poissondi parametro

2. Il teoremadi De Moivre - Laplace a erma che la successionali variabili aleatorie S, corverge,in
distribuzione, ad una variabile aleatoria con leggeGaussianaN (0; 1).

Possiamoora enunciare il teorema certrale.

Teorema centrale

Sia(Xn)n 1 unasuccessiondi variabili aleatorie indip enderti, equidistribuite, averti media e varianza

2> 0 nite. Allora la variabile P,
7. = k:;lzxk n
ne n 2
n

corvergein distribuzione ad una variabile aleatoria con legge Gaussianastandard N (0; 1).

La generalita di questoteorema e notevole. Le variabili aleatorie X, possonoesserediscrete, oppure
continue o nessunodie due tipi. Inoltre, la conclusioneresta vera anche se non esistonoi momerti di
ordine superiore a 2. Un'altra sorprenderte a ermazione del teorema e che la distribuzione limite e
indipenderte dalla leggedi X, (supposto che le ipotesi del teorema siano soddisfatte).

Si puo dimostrare che il teorema certrale rimane vero (cioe che S, convergein distribuzione ad una
legge Gaussianastandard) seS,, e una variabile aleatoria che si puo scrivere comesommadi un numero
crescette di variabili aleatorieindip enderti, tutte \piccole" (in un sensada precisare),anche senzal'ip otesi
che siano equidistribuite. Per questo motivo, ad esempio,si assumeche un errore di misurazione segua
una leggenormale: in assenzadi errori sistematici, e plausibile pensareche la discrepanzatra il valore
vero e quello misurato sia la risultante di tanti piccoli errori che si sonosovrapposti.

3.3 Legge dei grandi numeri

Media campionaria

Introdurremo il concetto di convergenzain probabilit a col classicoteoremadi Bernoulli.
Consideriamouno schemadi Bernoulli di parametro p e siaf X g la successionali variabili aleatorie

indipenderti, averti tutte la stessadistribuzione, che rappresertano I'esito dell'esperimento k-esimo. Per

ogni numero naturale n 1 chiamiamo media campionaria di X 1;:::; X, la nuova variabile aleatoria

1
Owviamente, le variabili aleatorie X, hanno la stessamedia = p ela stessavarianza 2 = p(1 p).
Notiamo che

1. anche il valore atteso della media campionaria X, e ugualea ;

. . 2
2. lavarianza di X, eugualea —.

Si noti che la varianza della media campionaria divernta semprepiu piccola{ piu precisamerte, tende
a zero{ al tenderedi n all'in nito. Intuitiv amerte cio signi ca che quanto piu e ampio il campione (cioe
quanto piu e grande N) tanto piu i valori della media campionaria sono concerrati intorno al valore
atteso (chee ).
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La diseguaglianzadi Chehyshev fornisce allora, per ogni " > 0,

2
Pix, j>° P p).

2 Ty

Poiche l'ultimo termine, per " ssato ed n tendente all'in nito cornverge a zero, per ogni > 0 si puo
determinare un valore n su cien temente grande tale che

P JXn J> n
Da cio discendeche per n su cien temente grande, si avra
P jXn i 1

In altre parole, si potra determinaren tanto grandedafar s ela probabilit adelladiseguaglianzgX,, |
" sia prossimaad 1 quanto si vuole.

Questofatto e noto cometeoremadi Bernoulli ed eil punto di partenza di numerosialtri teoremi in
probabilit a e statistica.

De nizione

Si dice che la successionali variabili aleatorie f X ,g corvergein probabilit a alla variabile aleatoria X se

nIlilm P(GX, Xj>")=0 perogni"> 0:

Legge dei grandi numeri

Consideriamo una successiond X ,g di variabili aleatorie e sia S, la successionalelle sommeparziali
n = (X1+ + Xn):

Si dice che X, obbediscealla legge (debole) dei grandi numeri rispetto alla successiond B,g, B, > 0,
B, ! 1, seesisteuna successiond A,g tale che

Sh An p

10
Bn

1. Sef X,g eunasuccessiongli variabili aleatorie a due a duenon correlate, conE[X;] = i, Var[Xi] =
2
fese

B = 211 quandon! 1 ;

n
D i=1 1 _ (=1 Xi iR 0:
P 5 P> 5 ! :

i=1 i i=1 i
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2. Un casoparticolare e quello in cui le variabili X, sonoindip enderti ed equidistribuite. In tal caso,
essendcE[X]= , Var[X;]= 2> 0,siha

Sn n I'f
n 2 '

Possiamoallora esprimerein manierarigorosail teoremadi Bernoulli. Sianof X, g variabili aleatorie
indipenderti e con distribuzione di Bernoulli B(p); allora, posto X, = %Sn,

X n I?
2 .

0:

0

ossia,anche

X 1

smallskip

Sinoti che la varianza della media campionaria diverta semprepiu piccola{ piu precisamerte, tende
a zero{ al tenderedi n all'in nito. Intuitiv amerte cio signi ca che quanto piu e ampio il campione (cioe
quanto piu e grande N) tanto piu i valori della media campionaria sono concerrati intorno al valore
atteso (che e ).

La diseguaglianzadi Chehyshev fornisce allora, per ogni " > 0,

2
. C 1
P jXn j> W:%:

Poiche l'ultimo termine, per " ssato ed n tendente all'in nito cornverge a zero, per ogni > 0 si puo
determinare un valore n su cien temente grande tale che

PijXa j>"
Da cio discendeche per n su cien temente grande, si avra
P jXn i 1

In altre parole, si potra determinaren tanto grandeda far s ela probabilit a delladiseguaglianzgX,, j
" sia prossimaad 1 quanto si vuole.

Questofatto e noto cometeoremadi Bernoulli ed eil punto di partenza di numerosialtri teoremi in
probabilit a e statistica.

De nizione
Si dice che la successionali variabili aleatorie f X ,g corvergein probabilit a alla variabile aleatoria X se

nIlilm P(iXn, Xj>")=0 per ogni" > 0:

Legge dei grandi numeri

Consideriamo una successiond X ,g di variabili aleatorie e sia S, la successionalelle sommeparziali
Sh= X1+  + Xy):

Si dice che X, obbediscealla legge (debole) dei grandi numeri rispetto alla successiond B,g, B, > 0,

B, ! 1, seesisteuna successiond A,g tale che

Sn An [~

10
Bn
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1. Sef X,g eunasuccessiongli variabili aleatorie a due a duenon correlate, conE[X;] = i, Var[Xi] =
2 ese
I

B, = 211 quandon! 1 ;

P
allora f X, g obbediscealla leggedei grandi numeri rispetto a B,, essendoA, = ;_; i:

p =l I _ _ ipl Xi LR oo
I— R— o

i=1 i i=1 i

2. Un casoparticolare e quello in cui le variabili X, sonoindipenderti ed equidistribuite. In tal caso,
essendoE[Xi]= , Var[X;]= 2> 0,siha

Sn n P

— 0:

Possiamoallora esprimerein manierarigorosail teoremadi Bernoulli. Sianof X , g variabili aleatorie
indipenderti e con distribuzione di Bernoulli B(p); allora, posto X, = %Sn,

Xn P

— 10

ossia,anche

X, 1

Esempio 3.2 Una roulette americana ha 38 casele, 18 rosse, 18 nere e due verdi, indicate con 0 e
00. Un giocatore decide di puntare 1$ sull'uscita del rosso: se indichiamo con X l'esito della giocata,
=10

si ottiene X = 1 con prokabilita p = % = 19—9 e si ottiene X = 1 con protabilitag=1 p= 3.

giocatore e interessatoal guadagnototale S, = X + + X, dopo n partite:
1. ogni partita ha guadagnomedio = ' 0:.053evarianza %=1 &' 1
2. il guadagnomedio, dop n giocate, e dato da E[S,]=n =
3. la leggedei grandi numeri a erma che

i

19

. S .
lim P =+ > " 0 perogni">0
n!l n

cioe il guadagnomedio per giocata (con n grande) e prossimo a % con prokabilita elevata;

4. il teoremacentrale a erma che
. S n
lim P B— y = (y)
n'l n 2

dove ( x) e la funzione di ripartizione di una variabile Y gaussianastandard, cioe, per n grande,
si ha approssimativamente P
S,' n + nY:

Nel nostro caso, se per esempioscegliamo n = 100,

Sioo ' 5:3+ 10Y;
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cosicche la prokabilita di un guadagnopositivo e
P(S100 > 0)' P( 5:3+ 10Y > 0)= (0 :53)' 0:2981

Dopo 100 giocate, il giocatore sta vincendo con una prokabilita di circa il 30% (e naturalmente e in
perdita con probabilita di circa il 70%).



42

Chapter 3. Ripetizione di esperimenti indip enderti



Chapter 4

Pro cessi di Mark ov

4.1 Intro duzione

Consideriamol'ossenazionedi un fenomenoche evolve nel tempo. Molto spessosi palesal'imp ossibilita di
una previsione deterministica sull'evoluzione del sistema;in questi casila solaaltra maniera di procedere
consiste nell'asscciare una variabile casualead ogni istante futuro di ossenazione, e nel dedurre dalle
caratteristiche di questa le previsioni che ci interessano. Introdurremo quindi una famiglia di variabili
aleatorie

fXi; t2Tg; T eun sottoinsiemedi R,

a valori in un sottoinsiemeE di R, che viene chiamato spazio delle fasi.

E facile immaginare vari sistemi in cui l'insieme dei tempi che descrive le ossenazioni future e un
intervallo (nito o innito) oppure un insieme discreto. Inoltre, possiamoimmaginare fenomenii cui
esiti sonoin numero nito o in nito numerabile, cos come fenomenicaratterizzabili mediante i numeri
appartenerti ad un intervallo (limitato o in nito).

4.1.1 Classicazione dei pro cessi stocastici

In basea quanto e stato detto, possiamointrodurre una prima classi cazione dei processistocastici.
Abbiamo:

1. processistocastici discreti nel tempo e nello spazio (delle fasi);
2. processistocastici continui nel tempo e discreti nello spazio;
3. processistocastici discreti nel tempo e cortin ui nello spazio;

4. processistocastici cortinui nel tempo e nello spazio.

Si consideri ora una successiondi istanti di ossenazione e si supponga di conoscerela funzione di
ripartizione delle singolevariabili casualiassaiate ad essi. La probabilit a che in un dato istante si man-
ifesti un certo valore della corrisponderte variabile puo dipenderedai valori che si sonomanifestati nelle
precederti ossenazioni o puo essernendip enderte. Questa duplice eventualit a ci conducea considerare
una secondaclassi cazione dei processistocastici:

1. processistocastici costituiti da una successionali variabili aleatorie indip enderti;
2. processistocastici in cui la genericavariabile casualedipendedalla evoluzionedel sistema, cioe dalla
particolare successionali valori gia ottenuti.

43
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4.1.2 Intro duzione ai pro cessi di Mark ov

Siadato un processostocasticodel secondatip 0, e consideriamouna successionéli ossenazioni; I'insieme
dei valori rilevati costituisce cio che chiamiamo una \realizzazione del processo":

Sia t, listante in cui e stata e ettuata l'ultima ossenazionee quindi ty.+; l'istante in cui dovra essere
e ettuata la prossimaossenazione. Vogliamo considerareil problema di prevederequale sara lo stato del
sistemaal tempo t,.1 : 0ssiavogliamo assegnarda distribuzione di probabilit a della variabile X, ,, che
descriwe il sistemaal tempo t,+;. Seil sistemaha un insiemediscreto di stati, il problema sara risolto
assegnandde probabilit a che al tempo tn+1 il sistemasi trovi nello stato x;, j = 1,2;3;:::

Poichesitratta delle probabilit a di passaggiala uno stato x;, noto ad un certo stato x, le indicheremo
con il nome di probabilita di transizione Se queste probabilit a fosseroindipenderti dalla realizzazione
del processosino a t, incluso, saremmodi fronte ad un processoa variabili indip endeni.

Supponiamo inveceche le probabilit a di transizione siano condizionate dalla storia del sistema; seil
processoha avuto inizio in tg,Si potra scrivere

P(Xt, = XJ Xto = YoiXt, = Y1315 X, = Yn) (4.1)

per indicare la probabilit a che passiallo stato x, sapendo che in tg si e trovato in Xg, in t; si etrovato in
y1, ecc.

Un caso notevole di processistocastici di tale tipo e quello che si preserta quando la dipendenza
diipende solo dallo stato del sistema all'istante attuale; il passatonon ha alcuna in uenza. | processi
stocastici caratterizzati in tale modo si dicono markoviani; per essila (4.1) si semplica in

P(Xt,,, = X ] Xt, = ¥n):

4.2 Le catene di Mark ov

La nostra esposizionesi limita a considerareprocessidi Markov discreti nel tempo e nello spazio. In-

della teoria rimane valida per catene con un numero in nito numerabile di stati, come verra mostrato
nella sezione4.4. Indicheremocon ft,g la successionalegli istanti di ossenazione, ordinata per tempi
cresceti (th+1 > tp).

Poiche la successionalegli istanti di ossenazionee a priori nota, I'evoluzione del sistema sara com-
pletamente determinata prendendoin considerazionel numero d'ordine delle transizioni. Risulta quindi

P(Xt,., = Xj ] Xt, = xi) = pj(n)

dove la coppia di indici \ij " indica che si considerala probabilita della transizione x; ! xj, mertre
l'indice \n" tra parentesi sta ad indicare che si tratta della n-esimatransizione.
Sel'insieme degli stati E ha cardinalita M , possiamoconsiderarela seguete disposizionematriciale:

0 1
p.a(n)  pr2(n) i pim (N)
p = Bpea(n) pazln) i paw (M)
pua(n) Puiz(n) i Puw ()

La matrice di transizione P gode delle proprieta seguetti.

Il genericoelemerio e p;; (n), di cui abbiamo gia chiarito il signi cato. In particolare, tutti gli
elemerti della matrice sononumeri reali, non negativi e non maggiori di 1.
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Gli elemeni appartenerti alla i-esimariga sono le probabilit a di transizione dallo stato i ad un
qualunque stato j (compresoi stesso).

Per il principio delle probabilit a totali, la sommadegli elemerti di ogniriga e 1:

X
pj (n) = 1:
j=1
Questo numero e infatti la probabilit a della transizione da i versouno qualunque dei possibili stati
del sistema.

La matrice e quadrata, perche le righe corrispondono agli stati iniziali e le colonneagli stati nali
della transizione, che evidentemente sonouguali.

De niamo matrice stocastica una matrice quadrata, i cui elemerii sononumeri reali compresinell'in-
tervallo [0; 1], in cui la sommadegli elemerti di ogni riga e uno.

Il casopiu elemenare e piu studiato di catenadi Markov e quello caratterizzato da matrici stocastiche
i cui elemeni non dipendonodal numero d'ordine della transizione considerata. Questa condizione si
esprimeanche dicendo che la catenae omagene nel tempo. In tal casopotremo sempli care la notazione
eliminando l'indice \( n)" dagli elemeri di P.

Abbiamo visto come ad ogni catena di Markov omogeneanel tempo, con insieme nito di stati, sia
assaiata la matrice di transizione cherisulta esserauna matrice stocasticaP ; viceversa,si puo dimostrare
che data una matrice stocasticaP e possibilecostruire un processadi Markov la cui matrice di transizione
siaP.

4.2.1 La relazione di Chapman-Kolmogoro v

Consideriamouna catenadi Markov omogeneaaverte un insieme nito di stati; ad essae assiata una
matrice di transizione, che racchiude tutte le informazioni sulla evoluzione del sistema.
Poniamo pi(jm) la probabilita di transizione dallo stato x; allo stato x; in m passi; notiamo che se

m=1, pi(jl) = pj ; inoltre, la probabilit a che cio avvengain due transizioni e data da

X
pi(jZ) = PPy (4.2)
k=1
X, Infatti I'everto che stiamo considerandoe del tipo x; ! xx ! x;, dove k
) puo assumereun qualunque valore tra 1 e r. Fissato k, per il principio della
:]{} . probabilit a composta, pik pj €la probabilit a della transizione attra versoil par-
. é T % ticolare stato intermedio k. Poiche questo puo esserequalunque, e al variare
' : di k gli eventi sono mutualmente esclusivi, bastera applicare il principio delle
X1 probabilit a totali per ottenere la (4.2).

@)

La matrice P@ il cui termine genericoe p; " siottiene comeprodotto di P con sestessa:

p@ = pi(jZ) =P P=PZ%

L'ossenazionee facilmente generalizzabile: se si suppone nota la matrice P @ | il calcolo della proba-
bilit a cheil sistemapassidallo stato x; allo stato x; in tre transizioni sie ettua applicandoil ragionamerto

gia indicato, e si arriva a scrivere

X
(3) — (2)
Pi~ = Pic Py

k=1
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e quindi la matrice P® i cui elemerti sonop!”

j siottiene comeprodotto tra il quadrato di P e P, cioe

P® =p2 p=p3

In generalesi ha

x
B = o Ypg; PM= g =P D p=prtop=pn
k=1
© x
™= e R (4.3)
k=1

L'ultima relazioneprendeil nhomedi equazionedi Chapman - Kolmogorov ed e caratteristica dei processi
di Markov.

4.2.2 Determinazione dello stato del sistema

valori in E, la leggedi X, eindividuata dai numeri 1; »;::: dove,perk = 1;:::;r:
k = «k(n) = P(Xny = xk):

Posto (n) = ( 1(n);:::; r(n)), (n) eun vettore riga di dimensioner. Supponiamo che Xy abbia legge
(0); calcoliamola leggedi X :

X . X )
k(n) = P(Xn = Xk ] Xo = Xj)P(Xo = Xj) = P i (0)
j=1 j=1

cioei vettori (0) e (n) sonolegati dalla relazione

(n)= (O)P":

Un casoparticolare di distribuzione iniziale si ha quando X assumeil valore x; con probabilita 1.
In tal casodiremo che la catenadi Markov parte dallo stato x; e la distribuzione di (n) coincide con la
riga j -esimadi P".

4.2.3 Classicazione degli stati in una catena di Mark ov

Abbiamo stabilito, al termine del paragrafo4.2.1,che per determinare la variabile casualeda assaiare alla
n-esimaossenazione basta calcolare la potenza n-esimadella matrice di transizione. Ci si puo chiedere
ora quale sia il comportamento delle successie variabili casualiquandoil numero di transizioni tende a
in nito. La risoluzione di questo problema conducea classi care gli stati del sistemain stati transitori
e stati nali . Ci limiteremo a considerareil casodi catenedi Markov omogeneecon insieme degli stati
nito.

Il criterio che conducea tale classi cazione nascedalla seguelte ossenazione. Lo spazio degli stati
puo suddividersi (ma non necessariamete) in due sottoinsiemi C; e C,, nel primo dei quali compaiono
elemerti che comunicano tra loro! ma per cui e nulla la probabilita di transizione verso gli elemerii

Ldiremo che x; comunica con xj seesisten 1 per cui pi(j") > 0. In altre parole, esiste una successionedi stati y1;:::;yn
tra loro distinti, per cui la probabilit a della traiettoria x; !y ! ' yn ! Xx; enon nulla
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del secondo. Nel casoin cui tutti gli stati del sistema comunichino tra loro, diremo che la matrice di
transizione e irriducibile .

Seinvecetale suddivisione e realizzabile, parleremo di matrice di transizione scindibile. Sara allora
possibile, previo un riordino opportuno degli stati, scriverela matrice nella forma

C: G,
Cy P O
Co R Q

0 sta ad indicare una matrice nulla (m n) dove m eil numero degli stati in C; ed n quello degli stati in
C,. Gli elemerti della classeC; sonostati nali del sistema,in quanto che quandoil sistemaraggiunge
la classeC; non potra in seguito occuparestati dell'altra classe.

L'insieme C, puo a sua volta esserescindibile in due sottoinsiemi di stati, CS e C39 tali che da un
qualunque stato del primo e impossibile passaread uno stato del secondo(e agli stati di C1). Un nuovo
ordinamento degli stati conducea scrivere la matrice di transizione nella forma

g Ci C? C¥y
Ci P 0 O
cg @o P° QA
CSO RO ROO QO

Procedendoin modo analogo e possibile porre in evidenzaun insieme di \gruppi nali"; gli stati che
appartengono ad una classe nale sono detti ricorrenti, merntre gli elemeri che non appartengono a
nessunadi tali classiverranno detti stati transitori perche per essie maggiore di zero la probabilit a di
passareda uno di questi stati ad uno stato nale, e nulla la probabilit a di tornare.

Diremo inoltre che un elemernio e assorkente seforma da solo una classe nale.

4.3 Distribuzioni limite

Si consideri una catenadi Markov omogeneasu uno spaziodegli stati nito. Siamo interessatia stabilire

il comportamento asintotico della successionalelle variabili casuali che de niscono la catena; questo ci

conducea studiare il problema dell'esistenzadi prokabilita invarianti o stazionarie per la catena.
Diremo che una distribuzione di probabilita su E

e invariante per la matrice P (e anche per la catenadi Markov a P assiata) se
P =

Sela leggedello stato iniziale e una misura invariante , allora tutti gli stati segueti hanno la stessa
legge.

Teorema 4.1 (Teorema di Mark ov-Kakutani) Una matrice di transizione su uno spazio nito di
stati ha sempee almeno una protabilita invariante.

Osserviamo che la probabilit a invariante non e necessariamete unica. Anzi, se ° e ! sonodue
probabilit a invarianti, allora per ogni 2 (0;1), lalegge = '+ (1 ) © einvariante per P. Vale
tutta via il seguetre risultato:

seuna catenae irriducibile, allora possiedeal piu una probabilit a invariante:
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4.3.1 Catene di Mark ov regolari

Abbiamo detto che sela distribuzione dello stato iniziale X ¢ di una catenadi Markov e invariante per
la matrice di transizione, allora la distribuzione di tutte le variabili X, coincidecon . Ci possiamoora
chiedere cosasuccedese consideriamol'evoluzione di un sistemaa partire da una genericadistribuzione
iniziale. In questocaso,comenoto, si ottiene

M= @©pm= Opn.

dove P" e la potenza n-esimadella matrice P. Rimane quindi individuato il problema della determi-
nazione di un limite per P" quando n cresceoltre ogni limite. Non daremo una risposta completa al
problema, ma ci limiteremo ad enunciare il teorema di Markov, che risponde al problema nel casodi
matrici regolari.

Diremo regolare una matrice di transizione che veri ca:
per un qualche valore di n gli elemeni della matrice P" hannotutti i valori (strettamente) positivi.

Osserviamosubito che se per un qualche n la matrice P" ammette tutti gli elemerii > 0, allora cio e
vero anche per tutte le potenzesegueti. Infatti

X
1
pi(j”+ )= pf(?) (4.4)
k=1
e, per ipotesi, almeno un addendo e maggioredi zero; quindi, tutti gli elemerti pi(j”+l) S0NOo positivi.

Teorema 4.2 (Teorema di Mark ov) Sela matrice P e regolare, allora

(n) — -
AL SR o
ossiai limiti delle protabilita p; (n) esistonoe sono indipendenti dall'indice i. La distribuzione di prob-
abilita = (p1;:::;pr) e l'unica distribuzione invariante per la catena.

Conseguenzadel teorema e la seguette proposizione: nelle ipotesi enunciate, la distribuzione del si-
stema, dopo un numero elevato di transizioni, tende a coincidere con la distribuzione stazionaria. In
particolare, questa corvergenzae veri cata per ogni distribuzione iniziale, cioe, la distribuzione del si-
stema, dopo un numero elewato di transizioni, tende a esserandip enderte dalla distribuzione iniziale. Un
sistemain cui sia rilevabile questaindip endenzasi dice ergaico.

Nello studio delle proprieta di una catenadi Markov, e utile considerareil seguete criterio:

setutti gli stati comunicano tra loro ed inoltre esistej tale che p;j > 0,

allora la catenae regolare. (4.5)

La costruzioneprecederie mostra che una catenaregolareammette una distribuzione limite, edinoltre

questae unica. Vogliamo indicare qui un procedimerio di calcolo per tale distribuzione.
X
Poiche pi(j”) = pi" Ypy e poiche per ipotesi im pi(j”) =p, lim pi" Y = py, siha, pern tenderte
k=1 ' '
a in nito:
X -
B = Pk Pxj 5 =120 (4.6)
k=1
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Il sistema(4.6), assiato alla condizione ovvia

X

permette di determinare la distribuzione limite.

4.3.2 Catene periodiche

Per ogni punto x 2 E, costruiamo l'insieme
Dx=fn: pg(?x)>09

insiemedei tempi n in cui e positiva la probabilit a di tornare in x sapendodi partire dallo stato x stesso.
Dx eun insiemedi numeri, di cui possocalcolareil massimocomun denominatore MCD, che indico con
dy (ricordiamo cheil MCD dy eil piu grandeintero che divide n per ognin 2 Dy).

Lemma 4.3 SeP e una matrice irriducibile, allora dx = d e costante per ogni x 2 E.

Per una catena irriducibile, il valore d e detto il periodo della catena, e una catena irriducibile con
periodo d = 1 e detta a-periodica.

Sidimostra che una catenairriducibile a-periodica e regolare,quindi ergodica; una catenaperiodica di
periodod 2 non eregolarene ergodica (quindi, la distribuzione limite lim n = im ©p" dipende

dalla distribuzione iniziale ©.

4.4 Catene a stati numerabilli

Per ogni stato x 2 E, poniamo T* = minfn j X, = x; Xo = xg il tempo di primo ritorno in x per una
catenache parte da x. Diremo che uno stato e transitorio se

X
x= P(T*< +1g = p&?x) < 1
n 1

ericorrente se x = 1.

. : P - . .
Osserviamoche se x e ricorrente allora P(T* = n) = 1, quindi T* e una v.a. (in sensoclassico)
n 1

mertre sex e transitorio, T* e una v.a. in sensoesteso,cioe ammettiamo che T* possaassumerevalore
+1 con probabilit a positiva.

Se x e transitorio, necessariamete E[T*] = +1 ; se x e ricorrente, allora T* e una v.a., di cui
possiamocalcolarela media. Serisulta E[T*] < +1 , allora diremo che x e ricorrente positivo, mertre se
E[T*] = +1 ,diremo che x ericorrente nullo.

Da questa de nizione segueche sex ericorrente e x ! vy, allora anche y e ricorrente; allora, una
catenairriducibile hatutti gli stati che sonoricorrenti oppure transitori, ed una catena nita ha sempre
almeno uno stato ricorrente.

Possiamoanche calcolare il nhumero di volte che una catena raggiunge lo stato x; per semplicita,
supporremo che lo stessox sia lo stato iniziale (parleremo quindi di ritorni); poniamo Ny il numero di
ritorni a partire dallo stato x. Sex e ricorrente, allora

P(N«=m)=0 8m2N;
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cioe P(Ny = +1 ) = 1; seinvecex e transitorio,
P(Ny=m)= (1 ) 8m 2 N;

equindi P(Nyx < 1) = 1einoltre E[Ny] =
Si ha inoltre il seguere criterio per determlnare se uno stato e rlcolgente oppure transitorio, che

generalizzala de nizione: dato una coppia di stati x;y 2 E, sela serie p§,”>2 e cornvergerte allora lo

n 1
stato x e transitorio, sela serie e divergene allora lo stato x ericorrente.

Terminiamo con la seguette distinzione tra gli stati ricorrenti per le catene a stati numerabili. In-
dichiamo con my = E[T*] il tempo medio di ritorno in x. Selo stato e transitorio, abbiamo visto che
E[T*] = 1 ; selo stato e ricorrente, la media puo esistere nita oppure esserein nita. Diremo che lo
stato e ricorrente positivo seE[T*] < 1 , altrimenti diremo che lo stato e ricorrente nullo.

Vale la seguette caratterizzazione: per una catenairriducibile a stati ricorrenti, o tutti gli stati sono
ricorrenti positivi, oppure sonoricorrenti nulli.

Il seguerte teorema e molto importante (e vale anche nel casodi una catena nita). Con le stesse
notazioni della sezioneprecederte, poniamo Ny' il numerodi ritorni a partire dallo stato x e ettuati entro
il passon-esimo.

Teorema 4.4 Per una catenairriducibile si ha
.1 1
lim =N = —;
nil n My

Inoltre, semy < 1 e poniamo 4 = ,allora = ( 1; 2;:::) el'unica distribuzione invariante della
catena. Viceversa,semy = +1 per un qualchex 2 E, allora non esistealcuna distribuzione invariante.

4.5 Passeggiate casuali con barriere

Consideriamoun sistemadi prove rip etute, che possiamomodellare tramite una successionali variabili
aleatorie discretef X g indip enderti ed equidistribuite. Consideriamola successioneli variabili aleatorie

Sh= X+ X1+ + Xq; n 1

dove x 2 R e scriveremo Sy = x per indicare la condizioneiniziale del sistema. E facile cornvincersi che
fSng e una catenadi Markov (dato lo stato attuale del sistemasS,, la posizioneal tempo n + 1 dipende
solodalla distribuzione di X,+1 e non da quella delle variabili ai tempi precederti).

Nel casodi una ewluzione non banale, in cui cioe P(X; = 0) < 1, allora lo spaziodegli stati E del
sistemaein nitamen te numerabile. Per evitare questoproblema, ssiamo duevaloria< b,cona x b,
per cui il sistema,giunto in a (oppure in b), evolve in maniera banale (rimane costarte in a, oppure in b,
rispettivamerte). In tal modo, possiamoscrivere

E=faa+ 1,:::;b 1;bg

e la matrice di transizione ass@iata al sistemae una matrice quadrata P.

Esempio: passeggiata casuale semplice

Consideriamoil casoin cui X ha distribuzione8

N
o]
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ossiaad ogni passail sistemapuo saliredi una unita, rimanere costarte, scenderedi unaunita. L'evoluzione
non e banaleser < 1, comeda ora in poi richiederemo. Sead esempiole X fosserole variabili del lancio
di una moneta equilibrata, sarebbep= q= %, r = 0.

Sianoa < ble barriere scelte,a x b; la matrice di transizione del sistemaha la forma

0 1
10 0 O :@xx O O OO
qgr p O0 ::xx 0 0 0O
0O g r p ::: O 0 0 O
P=BO O ::: v o iroii 0O
00 O 0 @ q r p O
O 0o 0 :@x:x 0 q
o0 0o O :x:x O 0 021

L'analisi della matrice conducea riconoscerein a e b due stati assortenti: per ognuno di essie positiva
la probabilit a di ingresso,e nulla la probabilit a di uscita dallo stato (essicomunicano solo con se stessi).
Tutti gli altri stati si classi cano comestati transitori.

Ritorniamo al casogenerale.Per una passeggiatacasualecon barriere, e di primaria importanza capire
sele barriere sono e ettiv amerte raggiunte in un tempo nito. Indichiamo con T la variabile aleatoria
de nita da

T=inffn 1:S, a oppure S,=hg

T eil primo istante in cui la catenadi Markov S, toccauna barriera; il valore St dewve esserepertanto
uguale ada oppure b. E possibile dimostrare che per un sistema non banale (ossia, rip etiamo, con
P(X=0)< 1) T e nita.

A questopunto, possiamorisponderealle principali domandedi una passeggiatacasualecon barriere:

sela condizioneiniziale e x, qual e la probabilit a di raggiungereb prima di a?

qual e il tempo medio E(T) necessariogper raggiungereuna delle barriere?

451 Identit a di Wald

Sefossimodi fronte ad una passeggiatacasualesenzabarriere, potremo calcolarela posizionemediaE(S;),
per n 1, utilizzando la linearita della funzione media e I'equidistribuzione delle variabili aleatorie X;:

E(Sn) = x + nE(X):

La prima identita di Wald calcolail valore medio St di una passeggiatacasualecon barriere al tempo di
arrivo su una harrier a:

E(Sr) = x + E(T)E(X):

Quanto vale, per una passeggiatacasualesenzabarriere, la varianzadi S, ? Sfruttando l'indip endenza
supposta delle variabili X;, si ha
Var(Sy) = nVar(X):

Nel casodi v.a. con media = 0 evarianza 2 nita, la seconda identita di Wald calcola la varianza
Var(St) di una passeggiatacasualecon barriere al tempo di arrivo su una harrier a:

Var(St) = E(T)Var(X):
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Passeggiata casuale semplice simmetrica

Diremo che la passeggiatacasualee simmetrica sep = @: si ha allora
E(X) = 0; Var(X)=p+q=1 r:

Nel casodi una passeggiatacasualesimmetrica, le identit a di Wald conserono di risponderealle domande
postein precedenza.

Iniziamo dalla relazioneP(St = a) + P(Sr = b) = 1; si ha

E(St)=a P(Sr =a)+ bP(Sr = b)
=a+ (b a)P(Sr=h):

Dalla prima identit a di Wald si ottiene
x=ESr)=a+ (b aP(Sy =D

ossiaP(Sr = b) = (()k() Z)) ed anche P(St = a) = EE );;

Passiamoora a calcolareil tempo medio E(T). Per questo, e necessariautilizzare la secondaidentit a
di Wald. Iniziamo conil calcolareE(S2) = a?+ (b a?)P(Sr = b), da cui

x & .
© 8 X

var(Sr) = E(Sf) (E(St))?=a’+ (¥ @)

questa espressionesi sempli ca e si ottiene Var(Sr) = (b x)(x a). Dalla secondaidentit a di Wald si
ha anche
Var(St) = E(T)Var(X);

quindi
1

0= 50 @

@a r):

Passeggiata casuale non simmetrica

Consideriamoora il casop 6 g. Non abbiamo a disposizionela secondadiseguaglianzadi Wald; possiamo
pero aron tare il problema direttamente. Per sempli care i corti, supporremoa= 0.
Indichiamo conf (x) = P(St = bj Sp = x): un attimo di ri essione ci porta alla seguette relazione:

f(x)=pf(x+ 1)+ af (x 1)+ rf(x);

che e una equazionealle di erenze, con dati al bordo f (0) = 0, f(b) = 1. La soluzione e data dalla

formula .
(=p* .

f0) = P(Sr = bj So=x) = T— '

R

Possiamoallora calcolareil valor medio di S§:
E[S}] = bf (x);

ein ne dalla prima identit a di Wald si ottiene che il nhumero medio di giocate per terminare la partita e

E[T] = p—lq(bf(x) X):
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Catene con un solo stato assorbente

Consideriamo il seguete esempio. Lancio rip etutamente una moneta, e voglio studiare l'uscita della
sequenzaCCTT. Scegliamocome spaziodegli stati E = fxg = T;X; = C;X2 = CC;x3 = CCT;x4 =
CCTTg, supponendoche lo stato x4 sia assortente. Voglio determinare la velocita di ingressonello stato
assorkente. A tal ne, rispondero alla domanda: qual e la probabilita di giungerein x4 ertro il tempo
K ? Sia p la probabilit a di uscita di testa; possoallora scrivere la matrice di transizione

1
(gli altri elemerti sono0).
Indichiamo con ' il primo tempo in cui si raggiungelo stato assorterte a partire dallo stato i, e sia
gi(n) = P( ' = n) la suadistribuzione. Si ottiene
X
g(n) = Pxiy1Pyiyz *- Pyn 1ix4
dove sommosu tutte le traiettorie x; ! y; ! y,! ' yn 1! Xgincuiy; 6 x4, edanche
g(n)= Pxix; G (0 1)
j=0
Siamo interessati alla probabilit a di raggiungerex, nei primi () K tentativi; posto i(n) = g() =
) =1
P( ' n), sommandonella formula precedene si ottiene la relazione
i(n+1)=pix, + Pxix; j(n):
j=0
Le seguelti righe sonostate ottenute con OpenO ce
A B C D E
1 | tempo/probabilit a 0 1 2 3
2 1 0 0 0 p
3 2 =p B2+q C2|=p B2+q D2 |=q D2+p E2|=p+qg C2
12 0.533 0.615 0.766 0.808
21 0.797 0.833 0.899 0.917
51 0.987 0.990 0.994 0.995

dove gli ultimi valori sonostati calcolati conp= q= %

Passeggiata casuale a stati numerabili

Consideriamoil seguette processo(nascita e morte): sead un tempo n ho x individui, al passon + 1 ne
avro x 1, x oppure x + 1 con probabilit a, rispettivamerte, g, r, p, dovep > 0,q> 0,p+ q+r = 1,
ma seal tempo n ho 0 individui, allora ho una probabilita pp > 0 di passarein 1 (immigrazione). Allora
la catena e irriducibile (tutti gli stati comunicano), quindi tutti gli stati sono o ricorrenti o transitori;
vogliamo vederequale alternativa prevale.
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Indichiamo con | la probabilit a di arrivare in 0 a partire dallo stato i: vale la formula
— 1.
0= Po;o * Po;1 o

quindi O e ricorrente see solose } = 1, ossiasee soloseP( ¢ < +1 ) = 1. Consideriamo uno stato
M 2 E: allora

P(g<1) P(g< w)

(a sx, ho tutte le traiettorie che arrivano in 0, a dx, tutte le traiettorie che arrivano in 0 senzatoccare
il livelloM). Il lato destro, d'altra parte, e la probabilit a di bancarotta in un gioco con barriere 0 e M,
partendo dal livello 1, quindi e pari a

1 (o=pM 1 (o=pM

sep8 g eP(d< k)= % sep= @g. Studiamo il limite perM ! 1 di questerelazioni: se(g=p) < 1
allora

P(i< ty=1 fy=1 - (P _ (@D (en"

(Fp  (FP™ _ g
m —— = -—< 1;
Mo 1 (g=pM p
se(g=p) 1 allora
JimP( t< )y=1

Quindi, seg=p 1 si ottiene che P( } < 1) = 1 e quindi tutti gli stati sonoricorrenti, seg=p < 1
allora tutti gli stati sonotransitori. In questocaso,in particolare, ssato comunque un insiemedi stati

quindi limp; Xp=+1.

In questoesempio,possiamoanche calcolarela distribuzione invariante (quando esiste). Iniziamo con
il ssare q p, altrimenti la catena e transitoria e non puo esisterela misura invariante. Indichiamo con
= ( o; 1;:::) la distribuzione invariante. Allora vale

8
% 0= ofo+ 10,

1= oPot+ 1r+ 20
% 2= 1pt+ a2r+ 30;
’ n

n 1P+ nar'+ n:aQ

che possoanchescrivere(r=1 p g ro=1 po)

oPo = 10; 19 oPo = 20 1P
nd n 1P= n+1( nf
e quindi, per ricorrenza, (
1= of 2= b= 0P
n
n+l = 02291 :

. . . P —
Rimane da determinare g; dalla relazione n = 1 si ottiene

n

R
1= o+ o% (p=9"

n=0
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e quindi, sep < g, si ottiene

_ 9 p . _ 9 P pop”.
qa prp’ "

° T q prpogt

Concludiamo ossenando che nel casop = q tutti gli stati sonoricorrenti nulli e non esistedistribuzione
invariante.

4.6 Esercizi conclusivi
Gra

b - b

KA 6@@
X1 bw A b<4

H A
H
H 8

Sian; il numero di vertici che si possonorag-  Nel casodella gura precederte, si ha

giungereda x;; de niamo la catenadi Markov 1
0 1=2 O 0 1=2

?rz?]c;:;;tc;anzl grafo G attraversola matrice di 3 o 18 o0 13
P = 0 1=3 0 1=3 1=3
( 0 0 0 0 1

C_ a1 _ L .
P = o sex; eraggiungibile daxi; 1=4 1=4 1=4 14 0
p; = 0 altrimenti.

Per determinare sela matrice e regolare, corviene ossenare che il primo esponerte per cui p(lﬂ) >0e

n = 3; ma si veri ca facilmente che pi(j3 """

regolare e ammette una unica probabllit a invariante.

Consideriamo ancora il grafo nella gura

checollegaxs ! xs3. Allora tutti i vertici sono 0 0 1=2 0 0 1=21
collegati da una doppia freccia\ $ "; in questo =3 0 1=3 0 1=3
caso,esisteuna unica misura invariante che e P = % 0 1=3 0 1=3 1:32
anche reversibile, ed e determinata da 0 0 1=2 0 1=2

. 1=4 1=4 1=4 1=4 O
i .
ni+ +n.

e Scriviamo la nuova matrice di transizione
Ancora con riferimento al grafo nella gura

precederte, supponiamo di eliminare ora la 0 1=2 0 0 1=2
frecciax, ! X3 e di sostituirla conxs ! X4. 1=3 0 13 0 13
Allora lo stato x4 e uno stato assortente e P2 = 8 1;3 8 1;3 1;3

forma l'unica classe nale del sistema;i rima-

nenti stati (X1, X2, X3 € X5) sonotransitori. 1=4 1=4 14 14 O
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Esercizio
Consideriamoil seguete sistema: siaE = fa;b;c;dg lo spaziodegli stati e siaP la matrice di transizione

0 1
0 1= 1=2 0
B1=2 0 1=2 0§
T@=4 1=4 0 1=2A"
0 0 1=2 1=2

P

Sia (0)= 0 0 0 1 lo stato iniziale del sistema.
(a) Il sistemae irriducibile?
(b) Il sistemae ergadico (la matrice P e regolare)?

(c) Determinare la distribuzione invariante del sistema.

Soluzione.

Osserviamoche tutti gli stati del sistemacomunicano: ad esempio,la traiettoria a! b! ¢! d! c! a
ha probabilit a &. Quindi tutti gli stati appartengonoalla stessaclasse,ossiail sistemae irriducibile.

Osserviamoinoltre che p4.4 > 0 quindi per il criterio enunciato in precedenzail sistemae regolare.
Vogliamo in ne determinare la distribuzione invariante; a tal ne, e necessaricisolvereil sistema

8 1 1 —
52t 7 3% 1

% % 1t % 3= 2
% 1+ % 2+ % 4= 3

g % 3+ % 4= 4
1+ 2+ 3+ 4=1

che ha soluzione = 16 16 1=3 1=3.
Il sistemae ergadico, quindi anche partendo dallo stato (0) si ottiene lim 1 (n) = . Siconfronti

con

— 10 — 341 341 341 342
(10) - (O)P T 2048 2048 1024 1024

le cui componerti si discostanoda quelledi  per un fattore 10 .

4
Esercizio.

Consideriamoil seguete sistema: siaE = fa;b;c;dg lo spaziodegli stati e siaP la matrice di transizione

0 1

0O poOg

_BP 0 q Q0

P = b 0
p 0 qgo0

Sia (0)= 0 0 0 1 lo stato iniziale del sistema.
(a) Descrivereil sistema.
(b) Determinare la distribuzione invariante del sistema.

(c) Determinare la distribuzione (10) del sistemaa partire dallo stato (0).
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Soluzione.

Osserviamoche tutti gli stati del sistemacomunicano: ad esempio,la traiettoria a! b! c! d! aha
probabilit a &. Quindi tutti gli stati appartengonoalla stessaclasse,ossiail sistemae irriducibile.
Il sistemae periodico di periodo 2. Basta infatti ossenare che a partire dallo stato 1. le possibilita di

ritorno in 1 sono

2n) _ . 2n+1) _
Pr.1” = G Pr1 =

Vogliamo determinare la distribuzione invariante; a tal ne, e necessaricarisolvereil sistema

8

q2+t04= 1

%CI1+C13: 2

Pp2tpPpa= 3

§p1+p3: 4

Tt 2+ 3+ 4=1
chehasoluzione = § 2 & &

Il sistemanon e ergadico, tutta via partendo dallo stato (0) siottiene (2n)= 0 p 0 p menre
2n+1)= p 0 p O.
4

Esercizio.

Consideriamo due amici che giocano al rossoe nero su una roulette. Sia A = 5% il capitale del primo
giocatore e B = 10$il capitale del secondo;seescerosso,il primo giocatore riceve 1$ dal secondo,seesce
nero paga 1$, seescezero (verde) si rip ete la scommessa.

Calcolare la probabilit a che il giocatore con capitale minore vinca e il tempo atteso di gioco.

Soluzione.

Indichiamo con Sf il capitale del primo giocatore: si tratta di una passeggiatacasualesimmetrica (p =
q= %, r= %) con barriere a= 0 (il primo giocatore perde tutto) e b= 15 (il primo giocatore vince).
Dalla prima identit a di Wald si ottiene E[S}] = x, ma e anche

x=E[Sf]=aP(Sf =)+ bP(Sf = b =) P(S%:b)=f, ::%:
I . - ; _ Var[Sf] _ 37__, _..
Dalla secondaidentit a di Wald si ottiene inne E[T] = VarX] - %50 51;4.

Esercizio.

Modi ¢ hiamo I'esempio precedene: per aiutare il piu povero, gli aumertiamo le probabilit a di vittoria.
Avevamo A = 53l capitale del primo giocatore e B = 10$il capitale del secondo;se escerossoo zero,
il primo giocatore riceve 1$ dal secondo,se escenero paga 1$. Vogliamo ancora calcolare la probabilit a
che il giocatore con capitale minore vinca e il tempo atteso di gioco.
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Soluzione.

Indichiamo con Sf il capitale del primo giocatore: si tratta di una passeggiatacasualenon-simmetrica
(p= é—?, q= é—;) con barriere a = 0 (il primo giocatore perde tutto) e b= 15 (il primo giocatore vince),
e capitale iniziale x = 5.

Utilizziamo la formula per calcolarela probabilit a di vittoria

1 (17=18)°

P(ST:bjSO:X): W

' 0,43

quindi in mediail capitale nale del primo giocatoree E[St]' 6;5> 5 (in media, il primo giocatore vince
1;5% a partita). Dalla prima identit a di Wald si ottiene la durata media di una partita: E[T]"' 54;6.

4



Chapter 5

Pro cesso di Poisson

In questo capitolo vogliamo considerarefenomeniche possonoessererappresenati comedistribuzione di
punti nello spazio,oppure di everti nel tempo. Tra gli esempitipici di tali fenomenivi sono,ad esempio,

1. l'arriv o delle chiamate telefoniche in un certralino;
2. le richieste di servizioin un sistemadi calcolodistribuito (ad esempio,l'accessoal disco);
3. la distribuzione delle colonie di batteri in una provetta di laboratorio; ecc.

Faremosempreriferimento alla semirettaft 0g comeassedeitempi. In questocaso,la realizzazionedel
fenomenoe costituita da un insiemedi punti, al piu in nitamen te numerabile, t;;t,;:::, dell'assereale.

5.1 Processidi conteggio

Un processoN (t), t 0, e detto essereun processodi conteggio se \conta" il numero totale di everti
accaduti no al tempot. Sitratta di una specialeclassedi processistocastici, a tempo continuo e stati
(possibili valori) discreti. 1l numero di personeche sono entrate in un negozio,a partire dall'apertura
e no al tempo t, e un processodi conteggio, ma non lo e il numero di personepreserti nel negozioal
tempo t. Per de nizione, un processodi corteggio veri ca:

[IN() O

[i] N (t) assumevalori interi; N 2ev fic+ 2

b e+ 1
[iil ses talloraN(s) N(t); :
[iv] ses < t allora N(t) N(s) conta il numero di everti b h 1
accaduti in (s;t]. s - 't

De nizione 5.1 Un processodi conteggio ammette incremerti indipendeni seper ognit 0, h> 0, le
v.a. N(t+ h) N(t) e N(t) sonotra loro indipendenti.

Un processodi conteggio ammette incremerti stazionari seper ogni h > 0 ssato e per ognit;s Ole
v.a. N(t+ h) N(t) eN(s+ h) N(s) hanno la stessadistribuzione.

| processidi conteggio sono caratterizzati dalla successionedei tempi di arrivo dei vari eventi. In
generale, per un processodi conteggio ad incremerti indipenderti e stazionari si verica che i tempi
di attesa tra due everti consecutivi sono indipendenti ed equidistribuiti, con distribuzione arbitraria.
Parleremo in tal casodi processidi rinnovo (come vedremo, un processodi Poissone un processodi
rinnovo, dove la distribuzione dei tempi di attesa e di tip o esponenziale).

59
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5.2 Processodi Poisson

Un comune e sempliceesempiodi processidi conteggio e fornita dai processidi Poisson. La loro impor-
tanza e dovuta al gran numero di fenomeni sici che possonoesseredescritti (almeno in prima approssi-
mazione) da un tale processo.

De nizione 5.2 Il processoN (t), t 0, e detto essee un processadi Poissoncon intensita (tasso, rate)
se

[ N(@©)=0;
[ii] il processoha incrementi indipendenti;

[iil perognit O, perognih> 0, lav.a. N(t+ h) N(t) hadistribuzione di Poissondi parametro h .

Osserviamoche, conseguenzadella proprieta [iii], la media di N(t) e pari a t e che il processoha
incremerti stazionari. L'intensita ha le dimensioni dell'inverso del tempo, e rappreserta il numero di
arrivi per unita di tempo.

Osserviamoche, per veri care che un processacstocasticoe di Poisson,dovremo veri care le condizioni
precedetti, e sele condizioni [i] e [ii] si possonodeterminare dalla conoscenzadel processo,meno chiaro
risulta comeveri care la condizione [iiil Daremo ora una de nizione equivalente di processodi Poisson,
che potra essereutile negli esempi.

De nizione 5.3 Il processoN (t), t O, e detto essee un processodi Poissoncon intensita se
[a] N(0) = 0

[b] il processoha incrementi indipendenti e stazionari;

[c] per h piccolo, P(N(h) = 1) = h + o(h);(1)

[d] per h piccolo, P(N (h)  2) = o(h).

Teorema 5.1 Le due de nizioni di processodi Poisson sono equivalenti.

Il fatto che la secondade nizione ci dia un processodi Poissone una conseguenzadel teorema di
approssimazionedi Poissondi una binomiale. Per vederlo, pensiamodi suddividere l'intervallo [0;t] in
1=hintervalli di ampiezzath piccola. Per la proprieta [d], la probabilit a di avere due eventi in un singolo
intervallo (tﬁ;tk;l ] tende a zero, quindi N (t) tende ad esseraugualeal numero di intervalli in cui avviene
un evento. In ogni intervallo avviene un evento con probabilit a circa pari a h , quindi il numero totale
di eventi avra distribuzione binomiale di parametri n = 1=h e p= th . Come noto, questadistribuzione

corverge,per h! 0, ad una distribuzione di Poissondi parametro np = %th =t.

5.3 Tempi di attesa e tempi di arriv o

Indichiamo con T, il tempo di attesa tra l'accadere dell'evento (n  1)-esimo e dell'evento n-esimo.
De niamo inoltre Sy = 0,
X
S, = Tk; n 1
k=1
f(t)

1Una funzione f (t) e detta o(t) severica tIilm0 S = 0. Questo vuol dire che, pert! 0, f (t) va a zero piu rapidamente

di quanto lo faccia t. Ancora, possiamo dire che, per t piccolo, f (t) deve esserepiccolo rispetto at.
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i tempi di arrivo (tempi di rinnovo) del processo,ossiagli istanti in cui ha luogo il primo, secondo,ecc.,
evento.
Iniziamo con l'ossenare che

PT;>t)=P(N(t)=0)=¢e ';

quindi Ty hadistribuzione espnenzialedi parametro . In particolare, il tempo atteso per il primo evento
e E[T,] = 1.

Seil primo evento e accadutoal tempo s, la probabilit a che nessunnuovo evento accadatra ses+ t
eancorapari ae !, per la stazionarieta degli incremerti di N (t). Allora, anche T (e in generaleT,) ha
distribuzione espnenziale. Inoltre, T, e indipenderte da T, per l'indip endenzadegli incremerti di N (t).

Qual e la distribuzione di S,? Osserviamola relazione

Nt n () S ¢
e quindi
X
Fs, ()= P(Sn t)=P(N(t) n)= e
questa distribuzione si chiama distribuzione Gamma di parametri e n. La densita di probabilita si

ottiene derivando I'espressioneprecedette:

fsn(t): e tﬁ(t)n 1:

5.3.1 Distribuzione condizionata

Seun evento ha avuto luogo in [0;t], ossia,se N (t) = 1, qual e la distribuzione di probabilita del suo
accadere?
Si ricava da un calcolo diretto che questadistribuzione e uniforme in [0; t]:

P(T1  s;N(t) = 1) _ P(N(s) = 1;N(t) N(s)=0)

P(T1 sjN()=1)=

P(N(t) = 1) N() =1
_P(N(s)= 1)P(N(t) N(s)=0) _e S(s)e 9 s
- P(N (1) = 1) T T e t(t) t

Esempio. Un pro cessodi Poisson con temp o aleatorio

Un ulteriore esempiodi commistionetra processidi Poissone tempi aleatori e dato dal seguete modello.
Supponiamo che gli ingressidelle personein una stazione seguanoun processodi Poissondi parametro
= 20 personeall'ora. Possiamosupporre che inizialmente la stazione sia vuota; il prossimo treno
giungera in un tempo aleatorio T, distribuito uniformemerte nell'intervallo [0; 1] (espressoin ore). Se
tutti coloro che sonogiunti in stazioneprima del treno salgono,quante persone,in media, partiranno?

Soluzione.
Indichiamo con N (t) le personearrivate entro il tempo t. La distribuzione di N (t) e di Poisson, di
parametro t . Per calcolarela distribuzione di N (T) possiamoscrivere
z 1 z 1
P(N(T) = x) = PIN(T)=xjT=s)fr(s)ds= P(N (s) = x) ds;
0 0
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per ottenere la media, sommiamosu tutti i possibili valori di x:
z 1
E[N(T)] = X P(N(s) = x)ds
x=0 0
scanbiando l'ordine di sommae integrale otteniamo
EIN(T)] = XP(N(s) = x)ds = E[N(s)]ds = s ds =
0 y-0 0 0

NI =

quindi, in media, partiranno 10 persone.

5.4 Ulteriori propriet a

5.4.1 Decomp osizione di un pro cessodi Poisson

Supponiamo di avereun processadi Poisson,di intensita , in cui ogni everto puo essereclassi cato come
everto di tipo 1;2;:::; k conprobabilit arispettivamerte ps;:::;pc (B 0,pt+  +px = 1). Costruiamo

accaduti no al tempo t. Risulta che essisonoancora processidi Poisson,di intensita rispettivamerte
p1; il pk , indipenderti.

P1
P1 —
p2 . P2
H :
b‘l H Pn
Per dimostrarlo, consideriamoil casok = 2: bastera mostrare che la distribuzione congiunta di N(t)
e Ny(t) e pari al prodotto di due distribuzioni di Poisson,di intensita rispettivamernte p1 epy .
La seguete ossenazionee cruciale. Condizionato al fatto che N (t) = h+ k, la distribuzione di N(t)

e binomiale, di parametri p; e h + k, rispettivamerte. Inoltre, dato che esistonosolo due classi, questo
identi ca anche la distribuzione di N(t). Allora:

P(N1(t) = k;N2(t) = h) = P(N1(t) = k;N2(t) = h;N(t) = h+ k)

P(N1(t) = k;N2(t) = hjN(t) = h+ K)P(N(t) = h+ k)
K+ h h+k k h

S e e e Y

5.4.2 Pro cessi con divisione in classi dip endente dal temp o

Abbiamo visto che, partendo da un processodi Poissondi intensita e classi cando ogni everto in
una delle possibili classi1; 2;:::;k con probabilit a rispettivamerte py;:::;px (pj 0, p1+ + pk =

p1; il pk , indipenderti.

Ci occupiamo ora del casoin cui la probabilita che un evento sia classi cato di classei dipende
dall'istante in cui si e veri cato. Speci catamente, supponiamo che un evento che avviene al tempo t si
classi chi, indipendentemente da quanto successan precedenza,comeevento di classei con probabilit a

pi (t).
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Z t
E[N;i(t)] = . pi(s) ds:

Esempio. Un server con innite linee: distribuzione delle chiamate attiv e

Supponiamo che le chiamate giungano ad un certralino secondoun processodi Poissondi intensita
Al momerto dell'arriv 0, ogni chiamata viene instradata lungo una delle in nite linee del certralino, e
supponiamo che il tempo di servizio (il tempo in cui la linea rimane occupata) sia dato da una v.a. con
f.d.r. ssata F(x), indipenderte da tutti gli altri everti. Fissatoun tempot > 0, vogliamo determinare la
distribuzione delle v.a. X (t) e Y (t) che contano, rispettivamerte, le chiamate completate ertro il tempo
t e le chiamate in funzione al tempo t.

Decidiamo allora di chiamare everto di tipo 1 seuna chiamata si chiude ertro il tempo t, evento di
tipo 2 sela chiamata ein atto al tempo t. Ora, seuna chiamata giunge al tempo s < t, sara classi cata
di tipo 1 seil suotempo di servizio e minore di t s, quindi con probabilita F(t s), altrimenti sara
di tipo 2. Per il teorema precederte, le distribuzioni di X (t) e di Y (t) sonoindipenderti, di Poisson,di
media Z ¢ Z ¢

E[X ()] = 0F(t s)ds = OF(s)ds

e anche Z, Z,
E[Y (1)] = (1 F( s)ds= (1 F(s))ds:
0 0

| [ By

arrivo uscita tempo t uscita
tempo s tempor <t tempor >t
classel classe2
avvieneconp. F(t s) awvieneconp. 1l F(t s)

5.4.3 Costruzione di un processodi Poisson spaziale

Finora abbiamo consideratoil casoin cui il parametrot rappresena un tempo. Possiamoanche estendere
questa costruzione a casipiu generali.

rispettiv e regioni) e data da: per ogni sceltadi interi ny;:::;ng, n; O0e nj =n

Ny

oo B M B
(ny)t:oi(ng)!jSj OS]

Supponiamo ora che il numero di particelle non sia ssato a priori, ma si possaconsiderarecomev.a. di
tip o Poisson, di parametro jSj. Allora, il numero di particelle nella regioneB; e distribuito comev.a.

P(N1=ng;:::; Nk = ng)
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5.4.4 Comp ortamen to asintotico

Possiamodomandarci se e possibile che un processodi Poisson(piu in generale,un processodi rinnovo)
assumaun valore innito in un tempo nito. Questo non puo succedere;per vederlo, osserviamola
relazione

N(t) = maxftn|S, tg;

ora, dalla leggedei grandi numeri segueche
S_”! 1= = E[T]; pern! 1.
Questoimplica che S, dewve esseredello stessoordine di grandezzadi n, quindi puo esserdimitato dat
solo per un numero nito di n; allora, anche N (t) dewe esserenito.
Tuttavia, ancheseN (t) < 1 per ognit, e vero che (con probabilita 1)

N(L)= lim N@)=1:

Infatti, I'unico modo per cui N(1 ) sia nito e che un qualche tempo di attesa T; assumavalore in nito,
ma questo accadecon probabilit a zero.
Un altro interessarte risultato di tutti i processidi rinnovo, che citiamo senzadimostrazione, e che

m(t) := E[N(t)] < 1 pertutti it> 0.

Citiamo da S. Ross: \Qualc he lettore potrebbe supporre che la nitezza di m(t) seguedirettamente dal
fatto che, con probabilita 1, N(t) e nito. Tuttavia, questo ragionamerto e errato" (sapete dare un
esempiodi v.a. a valori interi positivi, con media in nita?)

Tra l'altro, si osserviche per un processodi Poissonm(t) = t e una funzione lineare di t, e che, il
processadi Poissone I'unico processodi rinnovo per cui questo e vero.

5.45 Teoremi limite

Abbiamo gia mostrato comeN (t) divergapert! 1 . Possiamodomandarciin quale modo cio accada.
Il primo risultato e una leggedei grandi numeri per i processidi Poisson.

Teorema 5.3 Con prohkabilita 1,
N,
.

Prima di accennarela dimostrazione, consideriamola v.a. Sy ). Ci possiamodomandare cosarap-
preseria questav.a.: ad esempio,seN (t) = 3, allora S3 e il tempo di arrivo del terzo evento, e quindi
S3 < t, S4 > t; Sy(1) rappresena il tempo di arrivo dell'ultimo everto accaduto prima del tempot ( e
similmente Sy (1«1 il tempo di arrivo del primo evernto dopo t).

Dalla relazione

pert! 1.

Sny < Snyt
si ottiene
SN (1) t o SN 1)+ |
N(t)  N(t) N(t) -
ma la legge dei grandi numeri(2) implica che Syg=N(t) ! L seN(t)! 1, cicepert! 1,e
analogamerte per ; allora, per il teoremadei carabinieri (unicit a del limite), anchet=N (t) ! 1.
4

SN (t)+
N (t)

Abbiamo in ne il seguete risultato, che citiamo senzadimostrazione.

2in una versione piu forte di quella che abbiamo dimostrato nel corso
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Teorema 5.4 Dato un processodi Poissondi parametro
. N (t t X -
imp N, - (x)= e ¥'=2dy:
til 1

5.5 Alcune applicazioni alla teoria delle code

Esempio. Server singolo senza coda

Supponiamochei potenziali clienti di unabancasipreserino secondoun processali Poissondi parametro
, ma che ertrino nella banca solamerie selo sportello e libero. Il tempo che un cliente rimane nella
bancahaf.d.r. F(t) ssata, indipendenemente dagli altri clienti. Possiamoallora domandarci:

(a) qual el tassodi ingressodei clienti nella banca?
(b) qual e la frazione dei potenziali clienti che entrano?

Per risponderea questedomande, supponiamo Chpz” primo cliente si preseri al tempo 0. Questo, in
media, rimane nella bancaun tempo ¢ (dove ¢ = ; (1 F(x))dx); aquestopunto, per le proprieta
di rinnovo del processadi Poisson,il tempo medio per vederecomparire un altro potenzialecliente e 1=

quindi il tempo medio tra due clienti consecutivie = ¢ + 1. Allora, il tassoa cui i clienti ertrano e

1

1+ E
D'altra parte, dato che il tassodi arrivo dei clienti potenziali e , risulta che la percertuale di coloro che
erntrano e
1= 1
1+ E

Esempio. Server singolo con coda in nita

Consideriamoil casodi clienti che arrivano ad un sener, se necessaricsi mettono in coda ad aspettare |l
proprio turno, quindi esconodal meccanismo. Supponiamo che il tempo di ingressoabbia distribuzione
di tipo esponenziale di parametro , quindi che il processodi ingressodei clienti sia un processodi
Poisson. Supponiamo anche che il tempo necessarioper essereservito abbia distribuzione esponenziale
di parametro

Le quartit a che ci interessanosonodate da

L , il numero medio di clienti nel sistemae
W , il tempo medio cheil cliente spendenel sistema.
Queste quartit a sonolegate dall' equazionedi Little
L= W:

Indichiamo con X (t) il numerodi clienti nel sistemaal tempot (X (t) non e un processadi conteggio).
De niamo pern 0
P, = tIlilm P(X (t) = n)
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la probabilit a limite che vi sianoesattamerte n clienti nel sistema. Noi intenderemoquestequartit a anche
come le probabilit a di veri care che, a regime, nel sistemavi siano esattamerte n clienti, ed anche, in
analogia con quanto visto per i processidi Markov, la frazione di tempo in cui il sistemaha esattamerte
n clienti.

Per analizzareil sistema,abbiamo a disposizioneun principio generaleche ci permette di determinare
le probabilita P,, ossia, che per ognin 0 il tassoin cui il sistemaentra lo stato n e pari al tasso
con cui il sistemalascia lo stato n(3) . Determiniamo allora questi tassi. Consideriamo, per iniziare, il
livello 0. Il sistema puo lasciareil livello O solo se una nuova chiamata entra, e questo accadecon un
tassopari a P o. Viceversa,il sistemaraggiungelo stato 0 solodallo stato 1, nel casoin cui la chiamata
sia terminata, e questoaccadecon un tassopari a P ;. Di conseguenzagdal principio di eguaglianzadei
tassi, si ricava la prima equazione:

P 0= P 1-

Ora consideriamolo stato 1. Il sistema puo uscire da questo stato sia versolo stato 0 (nel casouna
chiamata sia terminata), sia verso lo stato 2 (nel casouna arrivi una nuova chiamata). Dato che la
frazione di tempo trascorsadal sistemanello stato 1 e Py, il tassodi uscita da questostato e ( + )P;.
D'altro carto, il sistemaraggiungelo stato 1 siadallo stato O (nel casoentri una nuova chiamata) sia dallo
stato 2 (nel casouna chiamata termini), quindi il tassodi ingressoe P ¢ + P ;. Questo ragionamerto
vale, in generale,per ogni stato n 1, il che ci porta all'eguaglianza

(+ )Pn=Pn 1+ Ppua; 8n 1:

Le equazioni che abbiamo scritto, unite alla condizione che la sommadei P, deve esserel, conducono
alla seguette soluzioné(4)

Po=(1 -); Ph=(1 -) — n L

Ora possiamocalcolarele quantita L e W introdotte in precedenza.Dalla relazione

X
L= nP,
n=0
si ottiene L = —, e dalla formula di Litle W = —1—
Supponiamo che il numero di chiamate in ingressoseguaun processodi Poissondi intensita = 5
chiamate ogni ora, e che il tempo medio per terminare una chiamata sia di 1= = 8 minuti. Allora
(portando le grandezzealle stesseunita di misura) = 7;5 chiamate ogni ora,

L = media delle chiamate attiv e nel sistema = 2;

. . 2 -
W = permanenzamedia nel sistema = 5 = 24 minuti.

Ora, supponiamo che l'intensita degli ingressi aumerti, passandoda 5 a 6 chiamate ogni ora. Come
cambiano L e W? Si ottiene
L = 4 W = 40 minuti.

Vale a dire che un aumerto del 20% degli ingressisi traduce in un raddoppio del numero medio di clienti
nel sistema, ed in un aumerto del 66% del tempo trascorso nel sistema.

Spensiamo ad un indice che e stato programmato per segnare lo stato del sistema, ossia il numero di clienti in coda.
Allora, se sappiamo che in un certo periodo di tempo si e spostato no al livello 1 k volte, sappiamo anche che il numero
di volte che ha lasciato il livello 1 e pari a k { al massimo, si puo discostare per una unita in piu o in meno.

4questo ha sensosee solose < , altrimenti non esiste uno stato di regime, ma la coda tende a divergere
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5.6 Esercizi conclusivi

Esercizio.

| clienti di un esercizioentrano al tassodi 1 al minuto; dalle nostre ossenazioni, risulta che la probabilit a
che un cliente sia donna e doppia della probabilit a che sia uomo.

(a) Descrivereil processoche corta il numero di uomini entranti. Qual e la probabilit a che nei primi 10
minuti entrino 8 uomini?

(b) Sapendo che nei primi 10 minuti sono erntrati 8 uomini, qual e la probabilit a che siano entrate 6
donne? Qual e il numero medio di donne entrate in quei 10 minuti?

(c) Qual e la probabilit a che, tra i prossimi 5 clienti, vi sianoalmeno 2 uomini?

Esercizio.

Ogni pc dell'universita e soggetto a rottura secondouna distribuzione esponenzialedi media 1= = 30
giorni. L'univ ersita ha un solo tecnico, che aggiusta ogni macdina in un tempo aleatorio, indip enderte-
mernte dalle altre, con distribuzione esponenzialedi media 1= = 10 giorni. Seil tecnico e occupato, il pc

viene rottamato.
Al tempo t = 0, nessunamacdina e rotta. Riconoscereil tip o di processoe risponderealle segueti
domande:

(a) Qual e il tempo medio tra due interverti del tecnico?

(b) Qual e la frazione di pc rotti che viene aggiustata?

Esercizio.

Ogni pc dell'universita e soggetto a rottura secondouna distribuzione esponenzialedi media 1= = 30
giorni. L'univ ersita ha un solotecnico, che aggiusta ogni macdina in un tempo aleatorio, indip endene-
mernte dalle altre, con distribuzione esponenzialedi media 1= = 10 giorni. Seil tecnico e occupato, il pc

viene messoin coda e riparato in un secondomomerto.
Al tempo t = 0, nessunamacdina e rotta. Riconoscereil tip o di processoe risponderealle segueti
domande:

(a) Qual e il tempo medio necessarioperche un pc vengaaggiustato?

(b) Qual e, in media, il numero di pc rotti che aspettano l'intervento del tecnico?

Esercizio.

Ogni pc dell'universita e soggetto a rottura secondouna distribuzione espnenzialedi media 1= = 30
giorni. L'univ ersita ha numerosi tecnici (un numero cos alto che possiamosupporre in nito), e ogni
macdina si aggiustain un tempo aleatorio, indip endertemente dalle altre, con distribuzione esponenziale
di media 1= = 10 giorni.

Al tempo t = 0, nessunamacdina e rotta. Riconoscereil tip o di processoe risponderealle segueti
domande:

(a) Qual e la distribuzione del numero di pc che si sonorotti dopo un anno (tempo t = 365)?

(b) Qual e la distribuzione del numero di pc che sonostati aggiustati dopo un anno? Quanti sono, in
media, quelli che sonoin riparazione?
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Esercizio.

Dato un processadi Poissondi intensita = 2,

(a) determinare la probabilita che nellintervallo [0; 2] si veric hino 2 arrivi e nell'intervallo (5;7] si
veri ¢ hino 4 arrivi.

(b) determinare la probabilita che nell'intervallo [0; 2] si veric hino O arrivi e nell'intervallo (1;7] si
veri ¢ hino 4 arrivi

(c) determinare la probabilita che nell'intervallo [0;2] si veri ¢ hino 2 arrivi e nell'intervallo (1;7] si
veri ¢ hino 4 arrivi

Esercizio.

Gli operai di una aziendasonodivisi su tre turni, ed inizialmente il numero di operai in ciascunturno e
determinato da una v.a. condistribuzione di Poissondi parametro i, i = 1;2;3. Ogni giorno, un operaio
cambia il proprio turno, indipendertemente dagli altri operai, secondoun processodi Markov di matrice
di transizione P. Supponiamo che P sia regolare, con distribuzione invariante

(a) Determinare il numero medio di operai su ogni turno al tempot = 0.
(b) Determinare la distribuzione del numero di operai su ogni turno, altempot = 10gg., e la suamedia.

(c) Determinare la media del numero di operai su ogni turno, per un tempo t molto grande.

Soluzione.

Dato che la distribuzione di Poissondi parametro ha media , il numero medio di operai in ogni turno
e i,i=123.

Consideriamo un operaio del primo turno. Dopo 1 giorno, si trovera nel turno i, i = 1;2;3, con
probabilit a p1;j. Dopo due giorni, si trovera nel turno i con probabilit a p(lzl) dove (in generale) pi(;?) e
la matrice di transizione a n passiP". Per calcolareil numero di operai che al primo giorno passadal
turno 1 al turno i, possiamopensaea dividere in classiil processodi Poisson(operai del primo turno),
secondole probabilita py;. Allora, il numero di operai che al primo giorno passadal turno 1 al turno i
e distribuito come una v.a. di Poissondi parametro 1ps;i. Al tempo n = 10, il numero di operai che e

passatodal turno 1 al turno i e distribuito come una v.a. di Poissondi parametro 1p(11;i°). Si ha allora
che il numero di operai che al tempo n = 10 sononel turno i e pari alla sommadi tre distribuzioni di
Poissonindipenderti, quindi ha distribuzione di Poissondi parametro

(10)

10) .,
2Py %

10 _ (10) + gp
.

i 1Pz

e questonumero e anche la sua media. 0 1
1 2 3
Per n molto grande, dato che la matrice e regolare,si hache P"* @ ; , 3A quindi per n
1 2 3

grande il numero medio di operai al turno i tende ad esserecostarte pari a

i 10t 20t 3i=(1+ 2+ 3)i:
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Esercizio.

Nelle confezionidi merendinesonoin regalo 10 personaggidi una raccolta, e la probabilit a di trovare il
tipoi epari ap;. Qual eil numero medio di confezionida comprare per terminare la raccolta?

Soluzione.
Supponiamo di acquistare le confezioni secondouno schema di Poissondi tasso = 1 confezioni al
giorno. Allora Ni(t);:::;N1p(t) { numerodi personaggidi tipo i raccolti entro il tempot { sonoprocessi
di Poisson,di intensitap; ,i = 1;:::;10. Indico con Ty;:::; Ty i tempi di primo arrivo di un everto di
tipoi, eT = maxfTy;:::;Tiog. Perlindip endenzadei processiN;, anche le v.a. T; sonoindipenderti, e
possodeterminare la distribuzione di T:

\20 \20

PT t)= PT t)= (@1 e PY

i=1 i=1

da cui ricavo anche la media
E[T] = P(T > t)dt = 1 (1 e PiYy dt
0 0 i=1

Quale relazione esistetra il tempo T e il numero di scatoleN (T) che compro? So che acquisto scatole
in media al ritmo di una ogni giorno, ossia,set fossedeterministico, E[N (t)] = t = E[t]. Voglio mostrare
che questarelazionerimane vera per T: postof(t) la densitadi T,

Z, Z,
EIN(T)] = EIN(T)jT = t]fr(t)dt = tf 1 (t) dt = E[T]
0 0

dove l'ultima eguaglianzaseguedalla de nizione di media di una v.a.
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Chapter 6

Statistica

La statistica riguarda lo studio di popolazioni di individui (dove ertrambi i termini, popolazione e in-
dividui, dewono intendersi in sensoastatto): il carattere particolare che stiamo investigando, una popo-
lazione preserta sempreuna variabilit a interna che e I'argomento dello studio statistico. Una parte della
statistica, la statistica descrittiva, ha a che fare con la sintesi delle informazioni contenute nella descrizione
di un campione estratto dalla popolazione;un'altra parte, la statistica inferenziale, vuole estrarre dalle
informazioni che possiamoricavare dal campionedelle a ermazioni che riguardano l'intera popolazione.

La statistica descrittiva e la parte che si occupadell'analisi dei dati ossenati, al ne di e ettuare quella
riduzione dei dati di cui si e detto prima. L'informazione rilevante puo essereespressamediarte gra ci,
oppure indici numerici, che descrivano la distribuzione di una variabile sulla popolazione considerata.

Il problema a cui risponde la statistica inferenziale e quello di dire qualcosasulla popolazione comp-
lessiva in esame,a partire dalle ossenazioni fatte su un campione estratto dalla popolazione stessa. Le
conclusioni cui si giunge non saranno certe, ma dovranno essereespressenei termini del calcolo delle
probabilit a.

6.1 Statistica descrittiv a

Abbiamo di fronte a noi il problemadi analizzareuna variabile (ossenabile) che descrive una particolare
proprieta di (un campione(1)) estratto da) una popolazione.
Iniziamo con distinguere le ossenazioni in tge tipi, a secondadel tip o di dati che osserviamo

2 . discrete
. N numeriche .
tipi di variabili: S cortinue
categoriche
| risultati dell'ossenazione statistica péoducono un insiemedi dati, che devono esseredescritti:

% . tabelle
rappresenazione .
graci
insiemedi dati:
indici di posizione

sintesi . .
' indici di dispersione

1Un campione e un sottoinsieme di una popolazione che e ottenuto tramite un qualche processodi scelta, magari
prendendo a caso oppure attravero un qualche insieme di regole, allo scopo di studiare le propriet a della popolazione
globale. Perche il campione sia rappresentativ o della popolazione, ciascun elemento deve avere la stessaprobabilit di essere
considerato.

71
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Esempio 6.1 La takella seguente contiene i dati relativi al numero di richieste di intervento che rag-
giungono un centralino, in 40 periodi consecutivi. Si tratta di un esempiodi variabile numerica discreta.

4 2 3 8 3 3 3 2 2 5
2 1 1 2 3 3 3 3 5 2

0 2 1 3 1 2 0 2 1 1
5 4 4 4 3 3 4 4 2 3

La rappresertazione di questi dati avverra sotto forma di tabella di distribuzione di frequenza Nella
prima colonna rip ortiamo le diverseclassi(i valori ossenati); nella secondacolonnail numero di osser-
vazioni (frequenzaassoluta, o semplicemene sequenza);nella terza colonnala frequenzarelativa (questi
valori sonogli analoghi della distribuzione di unav.a.); nella quarta colonnala frequenzacumulativa (in
analogia con la funzione di ripartizione di unav.a.). La sommadei valori della secondacolonnae pari al
numero di ossenazioni; la sommadegli elemerii della terza colonnadeve dare 1. In generale,non sempre
sarannopreserti tutte le colonne.

classi | frequenza| freq. rel. | freq. cum.

0 2 0,05 0,05
1 6 0,15 0,20
2 10 0,25 0,45
3 12 0,30 0,75
4 6 0,15 0,90
5 3 0,075 0,975
8 1 0,025 1,00
' = 40 = 1,00

Esempio 6.2 La costruzionedi particolari sfere di metallo e sogygettaa errori casuali, per cui il diametro
della sfera prodotta varia; i risultati di un campione (espressiin cm.) sonoriportati nella seguentetabella

208 1,72 190 211 1,82 204 204 182 204 207
1,79 186 180 191 184 186 180 185 2,08 2,03

In questo caso, la variabile ossenata e di tip o humerico continuo, dato che a priori puo assumereogni
valore (in un certo intervallo di variabilit a, che in questo esempioe dato da (1;70:::2;20)). Dividendo
questointervallo in classidi ampiezzaopportuna(?) possiamocompilare ancorala tabella di distribuzione
di frequenza;ciascun punto di mezzodelle classidi intervallo da ora in poi rappresertera tutti i valori
del campionenell'ambito della classe.

Un secondomodo di rappresenare questi dati e attraversoun diagramma steam and leaf. Questoeil
nomedi un gra co in cui le ossenazioni vengonotabulate, divise per classi,in modo crescete all'interno
di ogni classe;il risultato fornisce,comungue, una rappresenazione visiva simile ad un istogramma (vedi
esempioseguerte).

Costruiamo un diagramma steam and leaf in questo esempio,utilizzando due classiper ogni 0,1 cm.:

2Non esiste una regola per decidere qual e I'ampiezza \giusta"; si tratta di trovare un equilibrio caso per caso

ampiezze piccole ampiezze grandi
(tante classi): poche classi
maggiore dettaglio maggiore chiarezza
maggiore peso, minore leggibilit a perdita di informazione
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1,7 | 2

1,719

;8 |0 0 2 2 4
1,8 |5 6 6

1;9: |0 1

1;,9*

2,0. |3 4 4 4
2,0t |7 8 8

2,1 |1

2; 1

Esempio 6.3 | dati del'esempio6.1 possonoessee gra c amenterappresentati sotto forma di istogramma

[ ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8

In un istogramma, I'area (baseper altezza) di ogni rettangolo e proporzionale alla frequenza. Nel nostro
caso, le basi sonouguali per tutti i rettangoli, in tal modo possiamoleggerele frequenzeanche sull'asse
delle ordinate.

Esempio 6.4 Nella seguentetabella sono riportati, gia divisi per classi, le eta in cui un campione ha
conseayuito la patente

Eta |18-19 20-24 25-29 30-39 40-49 50-69
frequenza| 8 13 17 5 8 12

| dati possonoessererappresertati sotto forma di istogramma; le basi dei rettangoli sono proporzionali
alle ampiezze(diverse) delle classi, quindi non ha sensoleggerele altezze dei rettangoli, ma solo le loro
aree

18—180_24 25-29  30-39 40-49 50-69

6.1.1 Indici

Ci sonodiversi concetti di \centro" di una distribuzione di frequenza; noi saremointeressati a due di
questi: la media campionaria e la mediana.
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La media aritmetica eil piu comune indice di posizione. Le ossenazioni vengonosommatetra loro e
quindi divise per n, cos

dove Xx; indica I'i-esimaossenazione del campione.

La mediana eil valore al di sotto del quale cadela meta delle ossenazioni. Seil numero di ossenazioni
edispari, diciamo 2n+ 1, allora esisteun solovalore certrale, x,+1 , €la medianacorrispondea tale valore;
seil numero di ossenazioni e pari, diciamo 2n, allora si scegliela media aritmetica tra i due elemeri
certrali $(Xn + Xn+1).

Nella prossima gura confrontiamo le posizioni di media e mediana;in (a), la distribuzione e simmet-
rica, e media e mediana coincidono; in (b), la distribuzione preseria una coda a destra: la mediana si
trova a sinistra della media.

medigna
media

mediana

media

Quartili

La mediana e anche detta il 50-esimopercertile, cioe il valore a sinistra del quale si trova il 50% delle
ossenazioni; analogamerte, si de niscono il primo el terzo quartile Q1 e Q3 comei valori a sinistra dei
quali si trovano rispettivamerte il 25%e il 75% dei valori ossenati(3)

A titolo di esempio,si considerinoi segueti valori

Ossenazioni 644474915438 417 394341424546 365414

Ossenazioni ordinate | 6 7 8 14 153639414142 434344 45 46 47 49 54
Quartile superiore 45
Quatrtile inferiore 15

Indici di disp ersione

Bendhe la media possaesserda piu importante caratteristica statistica del campione,e anche importante
conoscerecome si distribuiscono i dati attorno ad essa. Come nel casodegli indici di posizione,vi sono
parecdie misure di variabilit a. Iniziamo con la piu semplice.

Il rangedi un campione e semplicemette la distanza tra il valore maggioree il valore piu piccolo del
campione. L'inconvenierte del range che tutte le altre misure vengonoignorate e risulta sensibile ai
valori estremi (outlier). Esempio: il range nella serie 65,73,89,56,73,5247 e 89 47= 42.

L'indice IQR (inter-quartile range) e la distanza tra il primo e il terzo quartile, e misura I'ampiezza
dell'intervallo in cui si accunula il 50% certrale delle ossenazioni.

Sper determinare Qp si procedecos sen=4 e intero, allora Q1 = %(x% + Xn4g ), mentre sen=4 non e intero, allora, se
k el'in tero seguerte, Q1 = Xy
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Passiamopoi a considerarela deviazionestandard; questoindice tiene conto di tutte le ossenazioni,
e si calcolain analogia con la deviazionestandard di una v.a. a partire dalla varianza

X
=27 x2= 1 0%

Esempio 6.5 Torniamo ora ad analizzare i dati del'esempio 6.1. Riscriviamo la tabkella

classi fi Xifi Xizfi
0 2 0 0
1 6 6 6
2 10 20 40
3 12 36 108
4 6 24 96
5 3 15 75
8 1 8 64
=40 | = 109 | = 389

La media campionaria e X = % = 2,725 la deviazionestandard e = 1;516.

6.2 Statistica inferenziale

Vogliamo ora occuparci dell'analisi sistematica dell'inferenza, cioe del passaggioda un gruppo parziale
di informazioni (campione) a quello relativo alla popolazione dalla quale il campione proviene o puo
provenire.

La popolazione rappreserta l'insieme degli oggetti sui quali s'intende studiare una certa ipotesi. La
popolazione viene studiata tramite le ossenazioni e ettuate su un campione, che viene identi cato con

(che puo essereun numero o0 un vettore). Per descrivere in maniera esatta la popolazione, saremo
interessati a stimare non solo ma anche ogni sua funzione ( ). Una regolache ci dice come calcolare
una stima a partire dalle osserviazionicontenute in un campione e detta stimatore.

Esempio 6.6 Consideriamo una moneta, di cui non conosciamola parita; prendelemo come campione
un certo numero N di lanci, i cui esiti sono espressi come v.a. bernoulliane di parametro p, che sara il
risultato del nostro studio.

Esempio 6.7 Consideriamo una popolazione di lampadine; possiamo supprre che la distribuzione del
tempo di vita abbia legge espnenziale exp( ); saremo interessati a stimare il parametro , ma anche
( )= 1=, cherappresentail tempo medio di vita.

Consideriamoad esempioil casoin cui ( ) = E[X]; vogliamo trovare una statistica T che \stimi" il
valore vero di questafunzione. Pensiamoad esempio



76 Chapter 6. Statistica

Ta = t(Xq;:::;X,) dovet(Xy;::i;Xn) = Qxl T Xn

Dato che ognuna delle statistiche precedeni e uno stimatore della media, esisteun criterio per preferirne
uno o un‘altro?
Diremo che uno stimatore T e corretto (non distorto) seper ogni valore del parametro siha E[T] =
( )- Negli esempiprecederti, sia T; che T3 sonostimatori corretti, mentre non lo sono T, e T4; pero,
intuitiv amerte, T3 e una stima migliore di Ty, dato che tiene conto di tutte le ossenrazioni, mentre Ty
solodella prima. Diamo quindi un'ulteriore caratterizzazione. Diremo che uno stimatore T e consistente
se,quando I'ampiezzan del campionetendeal , Var[T]! 0.

Esempio 6.8 Sia X1;:::; X, un campione estratto da una popolazione, avente media e varianza 2
nite (ma incognite). Sceglieremo allora come stimatore della media, la v.a. media campionaria, che
viene solitamente indicata con X:

1
X = H(X1+ i+ Xp):
Questo stimatore e corretto e consistente:

E[X]= : Var[X]= = 2:

Sl

4

Esempio 6.9 Riprendiamoil casodell'esempio 6.7; abbiamovisto che X e un buonstimatore di E[X] =
1= ; cosapossiamodire di ?
e l'istante di arrivo dell'n-esimoeverto, di cui conosciamola densita (si vedala sezione5.3)

n

— n 1 t. — .
fz() = ct" “e *; qq——(n o

Consideriamocomestimatore di  I'in versodellamediacampionaria, T = g5~ = 7; euno stimatore
corretto? Calcoliamo

z 1 1 z 1
E[T] = nE[1=Z]= n ?fz(t) dt = nc, t" 2e 't
Z, 0 0
_ NCn n 2 t — " (n 2)! — n .
= Ch 1t" e tdt=n = :
Cn n 1) n1l n 1
1 | 0 {7 } ( )
=1
Ne risulta che uno stimatore corretto di e dato da Ty = g—"——.
4
Leggi normali
Consideriamoun campione X 1;:::; X, di legginormali N (; ?2). E questoun casoin cui il parametro

= (; ?) ebidimensionale, 2 =R Rs.
Abbiamo visto che un buon stimatore per e dato dalla media campionaria X = %(Xl + 00+ Xp).
Ci possiamochiedere comestimare la varianza 2.
Nel casola media sianota, possiamoscrivere,in analogiacon la de nizione di varianza, la statistica
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nel caso(piu frequerte in pratica) in cui anche e incognito, possiamopensaredi utilizzare la suastima
X per de nire la statistica
1 X 2.
T = n Xi  X)=
i=1

Lemma 6.1 La statistica T; e un buon stimatore per la varianza 2. La statistica T, e uno stimatore
distorto, in quanto risulta
n 1
E[T2] = 2

Conseguenzadel lemma e che un buon stimatore per la varianza 2 e la statistica campionaria
1 X
Xi X)%
O

S?=

6.2.1 Stima per interv alli

Uno dei temi certrali della statistica inferenziale e lo studio degli intervalli di con denza. In statistica
viene solitamente utilizzata comeriferimento la probabilit a del 95% per de nire un evento probabile e la
probabilit a del 5% per de nirlo improbabile. Possiamoallora de nire un intervallo (appunto del 95%) per
il quale un everto ha una probabilit a accettabile di veri carsi. In particolare e interessarte de nire tale
intervallo relativamerte ad una data statistica (media o varianza) campionaria: tale intervallo si chiama
intervallo di con denza al 95%.

Nell'intervallo sara compresoil parametro reale della popolazione nel 95% dei casi, per una serie
di intervalli calcolati su altrettanti campioni, di identica numerosita, estratti dalla popolazione. Non
sapremopero mai quali di questi intervalli conterranno e ettiv amerte il parametro.

De nizione 6.1 Un intervallo di con denza al livello  per la funzione del parametro ( ) eun intervallo
(aleatorio, perche dipende dalle osservazioniX;:::;X,) Ix talecheP(lx 3 ()) =

Esempio 6.10 Studiamo l'altezza media degli studenti della classedi statistica, a partir e da un campione
di numerosita n = 40. Si puo supprre, in prima approssimazione,chele altezzesiano distribuite secondo
una leggenormale N (; ?2) e che la deviazione standad sia uguale a quela della popolazione adulta

complessiva,che e nota essee = 6:1cm. La stima puntuale della mediae » = X. Osserviamoche, se
. 2 . .
X1;::1; X, sonoGaussianeN (;  2), allora X N (; —+-) e quindi
X
—P= N (0; 1):

Allora, ssato 2 (0;1), possiamoa ermare che

X
P( —:pﬁ a+ )=2) =

(dove eil quantile di ordine della leggenormale standard). Ad esempio,per = 0:95,
. . p_ . .
0:95= P(jX j a+ y=2 = Nn)=P(X j  1:89):

Questo signi ca che, prima di eseguireil campionameno, risulta pari a 0.95la probabilitache 2 Iy :=
(X 189X + 1:89); Ix eunav.a., perchelo e X (che de nisce Ix).

A posteriori, supponiamo di aver trovato il valore x = 178;a ermiamo allora che, con una con denza
del 95%, la mediareale appartieneall'intervallo (176:1; 1799). Non possiamopiu parlare di probabilit a,
perche ora sia che l'intervallo (176:1;1799) sono ssati (anche se e incognita).

4
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Stima per interv alli della media di una popolazione normale con varianza incognita

Consideriamoora il casoche spessosi preserta in pratica, in cui la varianza 2 non e nota. Possousare
lo stimatore S? al postodi 2? La risposta e positiva, grazie al lemma 2.2; questo lemma implica anche
che dovremo usarenon i quartili della leggenormale, ma quelli della legget(n 1).

Prima di eseguireil campionamerio, si ottiene la seguere formula

PR <tu (n 1)=
SZ:n 2

(dovet1+T(n 1) eil quartile della legget(n 1) di Studert conn 1 gradi di liberta). Possiamoallora

scrivereil seguete intervallo di con denza al livello = 0:95
ro__ ro__
2 2
X te (D iXete (0 1) S
Esempio 6.11 Riprendiamo I'esempio precedente, e suppniamo che sia stato osservatoun valore s =
6:1cm per la deviazionestandard campionaria. Allora l'interval lo di con denza al livello = 0:95e
r = r =
(X to975(39) 20t to:975(39) %)

e sostituendo i valori numerici (dalle tavole risulta tp.975(39) = 2:02): si ottiene come intervallo di
con denza (176; 180).
L'intervallo trovato in questo casorisulta piu ampio di quello trovato in precedenza,come potevamo
aspettarci, visto che ora possiamousare meno informazione.
4

6.2.2 Stima per interv alli della media di una popolazione qualsiasi, per grandi
campioni

Nel paragrafo precederte abbiamo ricavato un intervallo di con denza per la media di una popolazione
normale, con varianza incognita. L'ip otesi di normalita e stata usata per a ermare chela v.a. p% ha

distribuzione t(n 1).

Come abbiamo gia ossenato nel corso, di conseguenzaal teorema certrale del limite, sela popo-
lazione non e normale ma la sua densita non e troppo asimmetrica, e la numerosita del campione e
abbastanzagrande (diciamo n  30), la v.a. X e approssimativamentenormale, e cos la v.a. % ha

approssimativamentedistribuzione t(n  1).
Di conseguenza,

X tuT(n 1) F;x+t1+T(n 1) —

e un intervallo di con denza (approssimato) al livello per

Siricordi in ne che, sen e molto grande (diciamo n > 120), si puo fare l'ulteriore approssimazione
t(n) N (0;1) e utilizzare i quantili della leggenormale standard per approssimarequelli della legget di
Studert.

Seinvecela varianza 2 si suppone nota, per campioni abbastanzagrandi (diciamo n  30), si puo
usare direttamente l'approssimazionenormale

X—_pﬁ N (0; 1):
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In questo casol'intervallo di con denza (approssimato) al livello per e
X PpiXt o Pg

6.2.3 Stima per interv alli di una prop orzione (frequenza)

Ritorniamo al casodell'esempio6.6in cui la popolazionee bernoulliana, per campioni numerosi(n  30).
Si vuole quindi stimare il parametro p, che rappreserie la frequenzarelativa (proporzione) con cui Si
preseria un carattere della popolazione.

della binomiale vale sotto I'ip otesi
np>5 n(l p)>5

Poiche non conosciamoil vero valore di p, possiamosolo veri care che sia
nx>5 nl x)>5

(i numeri nx en(1 x) rappreserniano i casifavorevoli e i casi contrari contati nel campione). Sele
condizioni precedeni non sonosoddisfatte, il risultato trovato e privo di valore.
Sevale l'approssimazionenormale risulta

X N(p:ip(ln p)):

Percio, ssato 2 (0;1), risulta

X P .
—— FL
p(l  p)=n 2

Per calcolare l'intervallo di con denza approssimato per p, si preferisce eseguireun‘ulteriore approssi-
mazione, stimando la varianzap(l p)=n mediante X (1 X )=n. In de nitiv a, otteniamo comeintervallo
di con denza approssimatoper p al livello
r— r— 1
X@ X
x . XE .. Xa X
2 n 2 n

6.2.4 Stima per interv alli della varianza di una popolazione normale

normale N (; 2), e di voler determinare l'intervallo di con denza, al livello , per 2. Sfruttando il
lemma 2.1, possiamoscrivere che

(n 1

=Pxi_(n 1)< >——=8°< le%(n 1))

da cui ricaviamo che, l'intervallo di con denza per 2 al livello e
!
(n 1)s*> (n 1)s?
i (n 1)'x3 (n 1)
2 2

Si osserviche rispetto al valore s® che costituisce la stima puntuale di 2, questo intervallo non e sim-
metrico, ma e stato costruito in modo da avere code uguali.
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6.2.5 Stima della dierenza tra le medie di due popolazioni normali

y evarianza %, 2, rispettivamerte.

SiccomeX eY sonogli stimatori di x e v, senbra ragionewle (ed infatti puo esseredimostrato)
che X Y eun buon stimatore della di erenza x Y.

Per ottenere una stima per intervalli, occorre conoscerela distribuzione di X Y. Dalle proprieta
delle leggi normali si ottiene che

X, ¥
X Y N ;=)
(x viZ+

Sele varianze sononote, possiamodedurre che con un livello di ducia , un intervallo di con denza

per la dierenza x y €

r r
2

R 1 2+ L2 + ~Z + X
9 2 n m 9 2 n m

Nel casole varianze e 2 non sononote, e abbastanzanaturale tentare di sostituirle con le varianze
campionarie, che di queste sono stimatori. Tuttavia, questo e possibile solo nel casoin cui si supponga
che le varianze (incognite) siano uguali; denotiamo con 2 il loro valore (comune). Se poniamo

§* = nfm12 )2(+ nJrrnm12S$;

S? hadistribuzione 2 a(n+ m 2) gradi di liberta ed e uno stimatore di 2; otteniamo allora che
X Y (x )
" S2(1=n+ 1=m)
Siamo quindi in grado di determinare gli intervalli di con denza per X vy . Ad esempio,si ottiene
X Y (x  v) '
" S2(1=n+ 1=m)

da cui un intervallo di con denza al livello e
x y | ST+ E=mt (nem 21

tth+m 2):

<t(h+m 2) =

6.3 Esercizi di ricapitolazione

Esercizio.

Trovare gli indici di posizioneper i dati dell'esempio6.2, raggruppati nella tabella seguete

classe Xi fi Xifi
1,70-1,74| 1,725 1 1,725
1,75-1,79| 1,775 1 1,775
1,80-1,84| 1,825 5 9,125
1,85-1,89| 1,875 3 5,625
1,90-1,94| 1,925 2 3,850
1,95-1,99| 1,975 0 0
2,00-2,04| 2,025| 4 8,100
2,05-2,09| 2,075 3 6,225
2,10-2,14| 2,125 1 2,125
= 20 | = 38,550
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Soluzione.

Possiamocalcolare la media dei dati raggruppati nella tabella; le ossenazioni di ogni classevengono
approssimateda x; (valore certrale di ogni classe):si ottiene

1% 1
= xf; = =-38550= 1,928
n - 20

X =

Per ottenere i quartili, osserviamoche 20=4 = 5 e intero, quindi Q; e la media aritmetica tra Xxs e
Xg; questi valori sono nella stessaclasse,quindi pongo Q; uguale al valore certrale di questa classe:
Q1 = 1;825. La medianae pari alla media aritmetica tra X190 € X11,

M=Q:= %(1;825+ 1,875)= 1,85

In ne, siottiene Q3 = 2;025

Esercizio.

Su una linea soggettaa disturbi casuali, vengonotrasmesse9 copie di un segnale;al termine della linea
vengonoregistrati i valori

|5 85 12 15 7 9 75 65 105|

Determinare un intervallo di con denza al livello = 95% per la media del segnaleinviato.

Esercizio.

Il seguete campionee estratto da una popolazione che possiamosupporre di leggi normali, di parametri
(; 2), che dobbiamo stimare

| 1.351.792.112.493.163.223.333.574.17 4.58|

Soluzione.

Stima di : usiamo comesstimatore la media campionaria X , quindi

1 X0
Nz — Xj = 2:977

10 i=1

Stima di  2: usiamo come stimatore la varianza campionaria S?, quindi

1 X0
s? = 5 (xi  "?=1:.07

i=1
Nel casosapessimoil valore vero della media, ad esempio = 3, allora avremo comestima
1 X0
10 i=1

N2 —

(xi  )?= 0:961
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Esercizio.

Un sondaggiodel 16 aprile 2004 riporto che il 48% della popolazione,con un margine di errore del 4%,
era favorevole a mantenere le trupp e italiane in Irag. Cosasigni ca? Possiamostimare quante persone
furono intervistate?

Soluzione.

Al livellodi ducia = 95%,l'a ermazione principale e che l'intervallo di con denza per la proporzione
p di personefavorewvoli e (0:44; 0:52). Sevogliamo risalire ai dati, osserviamoche l'intervallo di con denza
viene costruito a partire dalla formula

r— r— !
b2 p . MDA B

2 n 2 n

q
Con i dati forniti dal testo, risulta L p(ln—") = 0:04,dacuin' 600. Sefosserostate intervistate 600

persone,288 avrebbero espressmarere favorevole, 312 parere cortrario.
4

Esercizio.

Abbiamo acquistato due impianti di produzione per sferette di acciaio, di cui ci hanno garartito che la
prima e piu precisadella seconda,nel sensoche 3 = 40, 3 = 100. Abbiamo il sosgetto che le sferette
prodotte dalla prima siano piu piccole di quelle della seconda;si e ettua cos un campionamerio da
entrambe, da cui si ottengono i segueni dati

tip0A|34 35 36 36 37 38 41 44 44 44 51 52 53 54
tipOB|38 44 46 48 52 52 60 62 64 66 68 70

Si determini un valore x per cui la di erenza dellemedie g A esuperioreax concondenza = 95%.

Soluzione.

Iniziamo con il calcolare le stime puntuali ~a = 42,8 e g = 55,8. La v.a. Jg—Xe (e 4) pa|egge

i:nA+ éan

normale standard, da cui I
Xg X (B A)

P P < =
i:nA + é:nB
si ottiene un intervallo di con denza unilatero al livello
q
"B ™A i:nA"' é:nB;"'l 3(s A)

quindi, sostituendoi valori numerici, con con denza 95%si ha ( g A) > T:A47.



